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Rosenau-KdV方程的一个线性守恒加权差分逼近
*
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摘要:利用LXA加权差分格式的构造思想,在空间层引入加权系数,对Rosenau-KdV方程的初边值问题进行了数值研

究,提出了一个具有二阶精度的三层线性空间加权差分格式,该格式合理地模拟了原问题的两个守恒性质,给出了差分解

的先验估计,分析了差分解的存在唯一性,用离散泛函分析方法证明了该格式的无条件稳定性与收敛性。数值算例表明,
该加权方法是可靠的,且适当调整加权系数可以大幅提高计算精度。
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本文考虑如下一类Rosenau-KdV方程的初边值问题:

ut+uxxxxt+ux+uux+uxxx=0,x∈(xL,xR),t∈(0,T], (1)

u(x,0)=u0(x),x∈[xL,xR], (2)

u(xL,t)=u(xR,t)=0,ux(xL,t)=ux(xR,t)=0,uxx(xL,t)=uxx(xR,t)=0,t∈[0,T], (3)
其中,u0(x)是已知光滑函数。在对描述紧离散系统的动力学行为时,Rosenau-KdV方程(1)可以看作是对

Rosenau方程[1-3]和KdV方程[4-6]的推广形式,它是在对非线性波的研究中被文献[7]首先提出来并给出了其周

期解和孤波解,文献[8-10]讨论了一类广义形式的Rosenau-KdV方程的孤波解及其两个守恒性质:

Q(t)=∫
xR

xL
u(x,t)dx=∫

xR

xL
u0(x)dx=Q(0), (4)

E(t)=‖u‖2L2+‖uxx‖2L2=E(0)。 (5)
由于构造守恒的差分格式始终是一件非常有意义的工作。文献[11]对初边值问题(1)~(3)构造了一个具

有二阶精度的三层线性差分格式,并对守恒量(4)和(5)进行了合理的数值模拟;文献[12-13]又进一步对广义形

式的Rosenau-KdV方程进行了有限差分方法研究,分别提出了3层线性和两层非线性差分格式,但都只对其中

一个守恒量(5)进行了模拟。本文利用LAX加权格式的构造思想,在空间层引入加权系数,对初边值问题(1)~
(3)构造了一个具有二阶精度的含有加权系数的线性差分格式,该格式合理地模拟了守恒量(4)和(5),并保持了

线性格式的优点。适当调整加权系数可以大幅提高计算精度,且明显优于文献[11]中的二阶三层线性差分格

式。

1差分格式及守恒律

对区域[xL,xR]×[0,T]作网格剖分,取空间步长h=xR-xL

J
,时间步长为τ,xj=xL+jh(0≤j≤J),tn=

nτn=0,1,2,…,N,N= Té
ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷

τ
。用C表示与τ,h无关的正常数,它在不同处可取不同的值。记un

j≡u(xj,tn),

Un
j≈u(xj,tn),以及Z0h= u= u( )j u-1=u0=uJ=uJ+1=0,j=-1,0,…,J,J{ }+1 ,并定义以下记号:(Un

j)x=
Un

j+1-Un
j

h
,(Un

j)x =
Un

j-Un
j-1

h
,(Un

j)x̂ =
Un

j+1-Un
j-1

2h
,(Un

j)t̂ =
Un+1

j -Un-1
j

2τ
,Un

j =
Un+1

j +Un-1
j

2
,<Un,Vn>=
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h∑
J-1

j=1
Un

jVn
j,‖Un‖2=<Un,Un>,‖Un‖∞= max

1≤j≤J-1
Un

j 。

对问题(1)~(3)考虑如下有限差分格式 β>
æ

è
ç

ö

ø
÷

1
2
:

1-β
2
(Un

j+1+Un
j-1)t̂+β(Un

j)t̂+(Un
j)xxxxt̂+(Un

j)x̂+(Un
j)xxx̂+

1
3
[Un

j (Un
j)x̂+(Un

jUn
j)x̂]=0,j=1,2,…,J-1;n=1,2,…,N-1, (6)

U0
j=u0(xj),j=0,1,2,…,J, (7)

Un∈Z0h,(Un
0)x̂=(Un

J)x̂=0,(Un
0)xx=(Un

J)xx=0,n=0,1,2,…,N。 (8)

为了便于分析,在本文中定义:ψ(Un
j,Un

j)=13
[Un

j (Un
j)x̂+(Un

jUn
j)x̂]。

定理1 差分格式(6)~(8)式具有如下离散守恒量:

Qn =h∑
J-1

j=1

(1-β)[Un+1
j+1+Un+1

j-1+Un
j+1+Un

j-1]
4 +β(Un+1

j +Un
j){ }2 +

τ
6h∑

J-1

j=1

(Un+1
j )x̂Un

j =Qn-1=…=Q0, (9)

En =1-β
2 h∑

J-1

j=1

(Un+1
j+1Un+1

j +Un
j+1Un

j)+β
2
(‖Un+1‖2+‖Un‖2)+

1
2
(‖Un+1

xx ‖2+‖Un
xx‖2)=En-1=…=E0, (10)

其中,n=1,2,…,N-1。
证明 以h乘(6)式两端,然后对j求和,由(8)式和分部求和公式[14],得

h∑
J-1

j=1

(1-β)
2

(Un
j+1+Un

j-1)t̂ +β(Un
j)t{ }̂+13h∑

J-1

j=1
Un

j (Un
j)x̂ =0, (11)

又

h∑
J-1

j=1
Un

j (Un
j)x̂ =h

2∑
J-1

j=1
Un

j (Un+1
j )x̂ +h

2∑
J-1

j=1
Un

j (Un-1
j )x̂ =h

2∑
J-1

j=1
Un

j (Un+1
j )x̂ -h

2∑
J-1

j=1
Un-1

j (Un
j)x̂, (12)

将(12)式代入(11)式,然后递推可得(9)式。
将(6)式与2Un 作内积,由边界条件(8)和分部求和公式[14]得

1-β
2τh∑

J-1

j=1

(Un+1
j+1Un+1

j -Un-1
j+1Un-1

j )+β‖Un‖2t̂ +‖Un
xx‖2t̂ +

2<Un
x̂,Un>+2<Un

xxx̂,Un>+2<ψ(Un,Un),Un>=0, (13)
又

<Un
x̂,Un>=0,<Un

xxx̂,Un>=0, (14)

<ψ(Un,Un),Un>=13h∑
J-1

j=1

[Un
j (Un

j)x̂ +(Un
jUn

j)x̂]Un
j =13h∑

J-1

j=1
Un

jUn
j (Un

j)x̂ +13h∑
J-1

j=1

(Un
jUn

j)x̂Un
j =

1
3h∑

J-1

j=1

(Un
jUn

j)(Un
j)x̂ -13h∑

J-1

j=1
Un

jUn
j (Un

j)x̂ =0, (15)

于是由En 的定义,将(14)和(15)式代入(13)式,然后对n递推可得(10)式。 证毕

2差分解的存在唯一性

定理2 差分格式(6)~(8)的解存在且唯一。
证明 用数学归纳法证明。由于U0 由条件(7)确定,再用其他方法(如两层格式[12])先计算出U1,即U0 和

U1 是被唯一确定的。假设U1,…,Un-1,Un(n≤N-1)是唯一可解的,现在来考虑方程(6)中的Un+1,有

1-β
4τ
(Un+1

j+1+Un+1
j-1)+β

2τU
n+1
j +12τ

(Un+1
j )xxxx+12

(Un+1
j )x̂+12

(Un+1
j )xxx̂+12ψ

(Un
j,Un+1

j )=0, (16)
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将(16)式与Un+1作内积,由边界条件(8)和分部求和公式[14]得

1-β
4τh∑

J-1

j=1

(Un+1
j+1+Un+1

j-1)Un+1
j +β

2τ‖U
n+1‖2+12τ‖U

n+1
xx ‖2+

1
2
<Un+1

x̂ ,Un+1>+12
<Un+1

xxx̂,Un+1>+12
<ψ(Un,Un+1),Un+1>=0, (17)

又

<Un+1
x̂ ,Un+1>=0,<Un+1

xxx̂ ,Un+1>=0, (18)

<ψ(Un,Un+1),Un+1>=13h∑
J-1

j=1
Un

jUn+1
j (Un+1

j )x̂ +13h∑
J-1

j=1

(Un
jUn+1

j )x̂Un+1
j =

1
3h∑

J-1

j=1
Un

jUn+1
j (Un+1

j )x̂ -13h∑
J-1

j=1
Un

jUn+1
j (Un+1

j )x̂ =0。 (19)

再根据Cauchy-Schwarz不等式,有

h∑
J-1

j=1

(Un+1
j+1+Un+1

j-1)Un+1
j ≤2‖Un+1‖2。 (20)

由β>
1
2
,则β- 1-β >0,于是将(18)~(20)式代入(17)式,整理有

(β- 1-β )‖Un+1‖2+‖Un+1
xx ‖2≤0,

即方程(16)仅有唯一零解。故差分格式(6)~(8)中的Un+1
j 存在且唯一。 证毕

3差分格式的稳定性与收敛性

本小节,笔者在先验估计的基础上,运用离散泛函分析方法讨论差分解的收敛性和稳定性。
差分格式(6)~(8)的截断误差定义如下:

rn
j=1-β2

(un
j+1+un

j-1)t̂+β(un
j)t̂+(un

j)xxxxt̂+(un
j)x̂+(un

j)xxx̂+

ψ(un
j,un

j),j=1,2,…,J-1;n=1,2,…,N-1, (21)

u0j=u0(xj),j=0,1,2,…,J, (22)

un∈Z0h,(un
0)x̂=(un

J)x̂=0,(un
0)xx=(un

J)xx=0,n=0,1,2,…,N。 (23)
由Taylor展开,可知,当h,τ→0时,rn

j =O(τ2+h2)。
引理1[11] 设u0∈H2[xL,xR],则初边值问题(1)~(3)的解满足:

‖u‖L2≤C,‖ux‖L2≤C,‖uxx‖L2≤C,‖ux‖L∞≤C,‖u‖L∞≤C。
定理3 设u0∈H2

0[xL,xR],则差分格式(6)~(8)的解满足:‖Un‖≤C,‖Un
x‖≤C,‖Un

xx‖≤C,从而有

‖Un‖∞≤C,‖Un
x‖∞≤C(n=1,2,…,N)。

证明 由于

h∑
J-1

j=1
Un+1

j+1Un+1
j ≤ ‖Un+1‖2;h∑

J-1

j=1
Un

j+1Un
j ≤ ‖Un‖2, (24)

则由定理1可得 β
2-

1-βæ

è
ç

ö

ø
÷

2
(‖Un+1‖2+‖Un‖2)+12

(‖Un+1
xx ‖2+‖Un

xx‖2)≤En=E0=C,由β>
1
2
,则

β
2-

1-β
2 >0,从而有‖Un‖≤C,‖Un

xx‖≤C,再由Cauchy-Schwarz不等式有:

‖Un
x‖2≤‖Un‖·‖Un

xx‖≤12 ‖Un‖2+‖Un
xx‖( )2 , (25)

则‖Un
x‖≤C,最后由离散Sobolev不等式[14]得‖Un‖∞≤C,‖Un

x‖∞≤C。 证毕

注 定理3也表明,差分格式(6)~(8)的解Un 关于初值以‖·‖∞无条件稳定。
定理4 设u0∈H2

0[xL,xR],则差分格式(6)~(8)的解Un 以‖·‖∞收敛到原问题(1)~(3)的解,并且收

敛阶为O(τ2+h2)。
证明 记en

j=un
j-Un

j,由(21)~(23)式减去(6)~(8)式,得
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rn
j=1-β2

(en
j+1+en

j-1)t̂+β(en
j)t̂+(en

j)xxxxt̂+(en
j)x̂+(en

j)xxx̂+

ψ(un
j,un

j)-ψ(Un
j,Un

j),j=1,2,…,J-1,n=1,2,…,N-1, (26)

e0j=0,j=0,1,2,…,J, (27)

en∈Z0h,(en
0)x̂=(en

J)x̂=0,(en
0)xx=(en

J)xx=0,n=0,1,2,…,N。 (28)
将(26)式两端与2en 作内积,由边界条件(28)和分部求和公式[14]有

<rn,2en>=1-β
2τh∑

J-1

j=1

(en+1
j+1en+1

j -en-1
j+1en-1

j )+β‖en‖2t̂ +‖en
xx‖2t̂ +2<en

x̂,en>+

2<en
xxx̂,en>+2<ψ(un

j,un
j)-ψ(Un

j,Un
j),en>, (29)

类似于(14)式有

<en
x̂,en>=0,<en

xxx̂,en>=0。 (30)
利用引理1、定理3以及Cauchy-Schwarz不等式,有

<ψ(un,un)-ψ(Un,Un),en>=13h∑
J-1

j=1

[un
j (un

j)x̂ -Un
j (Un

j)x̂]en
j -13h∑

J-1

j=1

(un
jun

j -Un
jUn

j)(en
j)x̂ =

1
3h∑

J-1

j=1

[en
j (un

j)x̂ +Un
j (en

j)x̂]en
j -13h∑

J-1

j=1

(en
jun

j +Un
jen

j)(en
j)x̂ ≤

C(‖en‖2+‖en‖2+‖en
x‖2)≤C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en+1‖2+‖en+1

x ‖2+‖en-1
x ‖2), (31)

<rn,2en>=<rn,en+1+en-1>≤‖rn‖2+‖en+1‖2+‖en-1‖2。 (32)
将(30)~(32)式代入(29)式,并结合(25)式,整理得

1-β
2τh∑

J-1

j=1

(en+1
j+1en+1

j -en-1
j+1en-1

j )+β‖en‖2t̂ +‖en
xx‖2t̂ ≤ ‖rn‖2+C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en-1‖2+

‖en+1
x ‖2+‖en

x‖2)≤‖rn‖2+C(‖en+1‖2+‖en‖2+‖en-1‖2+‖en+1
xx ‖2+‖en-1

xx ‖2)。 (33)

令Bn=(1-β)h∑
J-1

j=1

(en+1
j+1en+1

j +en
j+1en

j)+β(‖en+1‖2+‖en‖2)+(‖en+1
xx ‖2+‖en

xx‖2),将(33)式两端同

时乘以2τ,然后从1到n求和得:

Bn ≤B0+2τ∑
n

l=1
‖rl‖2+Cτ∑

n+1

l=0

(‖el‖2+‖el
xx‖2)。 (34)

先用具 有 二 阶 精 度 的 两 层 差 分 格 式[12]先 计 算 出 U1,使 满 足:B0=O (τ2+h2)2,又τ∑
n

l=1
‖rl‖2 ≤

nτmax
1≤l≤n

‖rl‖2 ≤T·O(τ2+h2)2,又类似于(24)式,有Bn≥(β- 1-β )(‖en+1‖2+‖en‖2)+(‖en+1
xx ‖2+

‖en
xx‖2)。由β>

1
2
,则β- 1-β >0,则(34)式可整理为:(‖en+1‖2+‖en‖2)+(‖en+1

xx ‖2+‖en
xx‖2)≤

O(τ2+h2)2+Cτ∑
n+1

l=0

(‖el‖2+‖el
xx‖2),于是由离散Gronwall不等式[14],有‖en‖≤O(τ2+h2),‖en

xx‖≤

O(τ2+h2)。再类似(25)式,有‖en
x‖≤O(τ2+h2),最后由离散Sobolev不等式[14]有:‖en‖∞≤O(τ2+h2)。

证毕

4数值实验

由于Rosenau-KdV方程(1)的孤波解[7]为:

u(x,t)= -3524+
35
312
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è
ç

ö

ø
÷313 sech4 124

é

ë
êê -26+2 313· x- 1

2+
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26
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è
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÷313æ

è
ç
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ù
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úút ,

在数值实验中,取u0(x)=u(x,0),固定xL=-70,xR=100,T=40。对于本文格式就τ和h 的不同取值,分别列

出了t=20和t=40两个时刻在加权系数β取不同值的时候的误差比较,以及加权系数取0.5和1.0两种情形下

的守恒量Qn 和En 的部分数据(表1~4)。
注意到,文献[11]中的3层线性差分格式为本文格式的一个特例(β=1)。从表1~4可以看出,本文格式在

不同参数下都明显地具有二阶精度;随着加权系数(β>0.5)逐渐增大,数值解的误差也随之变大;当加权系数
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β<1时,计算效果都比文献[11]中的差分格式要好,且当β=0.5时计算效果最佳。另外,格式也对守恒量(4)和
(5)进行了高精度模拟。故本文对初边值问题(1)~(3)提出的加权格式是可靠的。

表1 t=20时,在不同参数下的误差比较

Tab.1 Theerroratvariousweightcoefficientwitht=20

β
τ=h=0.1 τ=h=0.05 τ=h=0.025

‖en‖ ‖en‖∞ ‖en‖ ‖en‖∞ ‖en‖ ‖en‖∞

0.5 1.67245e-3 6.05946e-4 4.18780e-4 1.51757e-4 1.04559e-4 3.79771e-5

0.75 2.35665e-3 8.68849e-4 5.90326e-4 2.17651e-4 1.47490e-4 5.44649e-5

1.0 3.04541e-3 1.13144e-3 7.63123e-4 2.83587e-4 1.90742e-4 7.09670e-5

1.25 3.73586e-3 1.39412e-3 9.36457e-4 3.49525e-4 2.34130e-4 8.74724e-5

1.5 4.42694e-3 1.65653e-3 1.11006e-3 4.15445e-4 2.77594e-4 1.03979e-4

表2 t=40时,在不同参数下的误差比较

Tab.2 Theerroratvariousweightcoefficientwitht=40

β
τ=h=0.1 τ=h=0.05 τ=h=0.025

‖en‖ ‖en‖∞ ‖en‖ ‖en‖∞ ‖en‖ ‖en‖∞

0.5 3.00393e-3 1.04771e-3 7.52133e-4 2.62325e-4 1.87373e-4 6.55086e-5

0.75 4.14886e-3 1.46321e-3 1.03926e-3 3.66593e-4 2.59237e-4 9.15975e-5

1.0 5.29787e-3 1.87895e-3 1.32766e-3 4.70915e-4 3.31425e-4 1.17711e-4

1.25 6.44807e-3 2.29408e-3 1.61661e-3 5.75277e-4 4.03762e-4 1.43835e-4

1.5 7.59832e-3 2.70860e-4 1.90581e-3 6.79601e-4 4.76178e-4 1.69961e-4

表3 β=0.5时,守恒量Qn 和En 的部分数据

Tab.3 NumericalsimulationsontwoconservationinvariantsQnandEnwithβ=0.5

τ=h=0.1 τ=h=0.025

Qn En Qn En

t=0 5.498286705639 1.989637717935 5.498180747372 1.989773862561

t=10 5.498286706444 1.989637718515 5.498181572242 1.989774459065

t=20 5.498286707225 1.989637719077 5.498182392754 1.989775051477

t=30 5.498286708645 1.989637719643 5.498183212845 1.989775643306

t=40 5.498286672426 1.989637720220 5.498184024306 1.989776231307

表4 β=1.0时,守恒量Qn 和En 的部分数据

Tab.4 NumericalsimulationsontwoconservationinvariantsQnandEnwithβ=1.0

τ=h=0.1 τ=h=0.025

Qn En Qn En

t=0 5.498286705639 1.989781381251 5.498201945035 1.989782549954

t=10 5.498286706441 1.989781381831 5.498201970525 1.989782568330

t=20 5.498286707244 1.989781382408 5.498201996085 1.989782586764

t=30 5.498286708470 1.989781382979 5.498202021876 1.989782605276

t=40 5.498286667302 1.989781383552 5.498202036346 1.989782623639
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AWeightedLinearConservativeDifferenceApproximationforRosenau-KdVEquation

WANGTingting,HUJinsong
(SchoolofScience,XihuaUniversity,Chengdu610039,China)

Abstract:Inthispaper,afinitedifferencemethodforaninitial-boundaryvalueproblemofRosenau-KdVequationisconsidered.Un-
derthepremiseofkeepingthesecond-orderaccuracy,aconservativeinfinitedifferenceofthreelevelswithweightcoefficientwas

proposedbyLAXscheme.Thisschemesimulatestwoconservationpropertiesoftheproblemwell.Errorestimatesbasedondis-
cretefunctionalanalysismethodarederived.Existenceanduniquenessofnumericalsolutionswerederived;itisprovedthatthefi-
nitedifferenceschemeisconvergentwithsecond-orderandstable.Numericalexperimentalsoshowsthatappropriateadjustmentsto
theweightedparameterwouldsignificantlyimprovethecomputationalaccuracy.Andnumericalexamplesconfirmthetheoreticalre-
sults.
Keywords:Rosenau-KdVequation;differencescheme;conservative;convergence;stability
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