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关于不定方程组x2-5y2=1与y2-Dz2=16的公解
*

万 飞,杜先存

(红河学院 教师教育学院,云南 蒙自661199)

摘要:运用Pell方程的解的性质、递归序列和同余等初等方法讨论了当ps(1≤s≤4)是互异的奇素数,D=2tpa11pa22 ·

pa33pa44 (ai=0或1,1≤i≤4,t∈Z+,且t≠2,4)时,不定方程组x2-5y2=1与y2-Dz2=16仅当D=2t×7×23(t=1,3,5,

7)时有正整数解。
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近年来,不定方程组x2-D1y2=k(D1∈Z+,k∈Z)与y2-D2z2=m(D2∈Z+,m∈Z)的求解问题一直受到人

们的关注。当k=1,m=1时方程组成为:

x2-D1y2=1与y2-D2z2=1。 (1)
关于方程组(1)的解的情况,目前主要集中在解数范围和解数估计上,对于方程组(1)的具体解,目前结论还

比较少,主要为:文献[1]得出了(D1,D2)=(2,3)时方程组(1)仅有正整数解(x,y,z)=(3,2,1);文献[2]讨论了

当D1=8时方程组(2)的解的情况;文献[3]给出了方程组(1)有正整数解的一个充要条件。
当k=1,m=4时方程组成为:

x2-D1y2=1与y2-D2z2=4, (2)

其中,D1,D2 均为偶数时,方程组(2)已有如下结果:1)D1=2,文献[4-5]等对D2 的不同情况做过一些研究;2)

D1=6,当D=2n(n≥1,n∈N)时,文献[6]得到了方程组(1)仅有正整数解(x,y,z)=(485,198,35);当 D=

2∏
k

i=1
pi(pi 是互异的奇素数)时,文献[7]已经对pi 受某些条件限制的情况做过一些工作;当D 至多含4个不同

的奇素数时,文献[8-9]已经解决;3)D1=10,文献[10]已经对pi 受某些条件限制的情况做过一些工作;4)D1=

30,当D=2n(n≥1,n∈N)时,文献[11]已经解决。当k=1,m=16时方程组成为:

x2-D1y2=1与y2-D2z2=16 (3)

的解的情况,目前无相关结果。本文主要讨论k=1,m=16,D1=5时(3)式的解的情况。

1关键性引理

引理1[12] 设p是一个奇素数,则丢番图方程x4-py2=1除开p=5,x=3,y=4和p=29,x=99,y=
1820外,无其他的正整数解。

引理2[13] 当a>1且a是平方数时,方程ax4-by2=1至多有一组正整数解。

引理3[14] 若D 是一个非平方的正整数,则方程x2-Dy4=1至多有两组正整数解(x,y),而且方程恰有两

组正整数解的充要条件是D=1785或D=28560或2x0 和y0 都是平方数,这里(x0,y0)是方程x2-Dy2=1的
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基本解。
引理4 设(xn,yn),n∈Z为Pell方程x2-5y2=1的所有解,则对任意的xn,yn 具有如下性质:

1)xn 为平方数当且仅当n=1或n=0,xn

9
为平方数当且仅当n=1;

2)yn

4
为平方数当且仅当n=1或n=0。

证明 设(xn,yn)(n∈Z)是Pell方程x2-5y2=1的整数解。

1)若xn=a2,代入原方程得a4-5y2=1。由引理1知,a4-5y2=1仅有非平凡解(a,y)=(±3,±4)及平凡

解(a,y)=(±1,0),此时xn=9或1,从而n=1或n=0。反之,显然。

若xn

9=a
2,则xn=9a2,代入原方程得81a4-5y2=1。由引理2知,81a4-5y2=1至多只有一组正整数解,而

(1,4)为方程81a4-5y2=1的正整数解,故方程81a4-5y2=1仅有整数解(a,y)=(±1,±4),此时xn=9,从而

n=1。反之,显然。

2)若yn

4=b
2,则yn=4b2,代入原方程得x2n-80b4=1。因为x2n-80b4=1的基本解为(x1,b1)=(9,1),故

2x1=18不为平方数,由引理3得,x2n-80b4=1至多只有一组正整数解。又(9,1)是x2n-80b4=1的一组正整数

解,故x2n-80b4=1仅有整数解(xn,b)=(±9,±1),(±1,0),此时yn=4或yn=0,从而n=1或n=0。反之,显
然。 证毕

2定理及证明

定理 若ps(1≤s≤4)是互异的奇素数,则当D=2tpa1
1pa2

2pa3
3pa4

4 (ai=0或1,1≤i≤4,t∈Z+,且t≠2,4)时,

不定方程组

x2-5y2=1与y2-Dz2=16。 (4)

1)当D=2×7×23时,方程组(4)有非平凡解(x,y,z)=(±2889,±1292,±72)和平凡解(x,y,z)=(±9,

±4,0);

2)当D=23×7×23时,方程组(4)有非平凡解(x,y,z)=(±2889,±1292,±36)和平凡解(x,y,z)=
(±9,±4,0);

3)当D=25×7×23时,方程组(4)有非平凡解(x,y,z)=(±2889,±1292,±18)和平凡解(x,y,z)=
(±9,±4,0);

4)当D=27×7×23时,方程组(4)有非平凡解为(x,y,z)=(±2889,±1292,±9)和平凡解(x,y,z)=
(±9,±4,0);

5)当D≠2α×7×23(α=1,3,5,7)时,方程组(4)只有平凡解(x,y,z)=(±9,±4,0)。
证明 设(x1,y1)为Pell方程x2-5y2=1的基本解,则有(x1,y1)=(9,4),故Pell方程x2-5y2=1的全部

正整数解为:

xn+ 5yn=(x1+ 5y1)
n
=(9+45)

n,n∈Z+。
容易验证以下性质成立:

xn+2=18xn+1-xn,x0=1,x1=9, (5)

yn+2=18yn+1-yn,y0=0,y1=4, (6)

xn≡1(mod2),xn≡±1(mod5);x2n+1≡0(mod9),x2n≡±1(mod9), (7)

y2n≡0(mod8),y2n+1≡4(mod8),y2n+1≡±4(mod9),y2n≡0(mod9)。 (8)
设(x,y,z)=(xn,yn,z),n∈Z为(4)式的整数解,则对任意的n∈Z,有y2n-16=y2n-16(x2n-5y2n)=81y2n-

16x2n=(9yn+4xn)(9yn-4xn)=yn+1yn-1,即

y2n-16=yn+1yn-1。 (9)
情形1 n为正偶数,由(8)式中的y2n+1≡4(mod8)知yn-1≡yn+1≡4(mod8),则4‖yn-1,4‖yn+1,于是
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(4)式为Dz2=yn-1yn+1=24·
yn-1

4
·yn+1

4
,故z=4,D=yn-1

4
·yn+1

4
(为奇数),或z=2,D=22·yn-1

4
·yn+1

4
(含2

的次数为2次),或z=1,D=24·yn-1

4
·yn+1

4
(含2的次数为4次),这与题设“t∈Z+,且t≠2,4”矛盾。

情形2 n为奇数,令n=2m+1,m∈Z。此时(4)式成为Dz2=y22m+1-16=y2my2(m+1)=4xmymxm+1ym+1,即

Dz2=4xmymxm+1ym+1。 (10)
当m=-1时,(10)式为Dz2=4x-1y-1x0y0=0,则z=0,此时(4)式仅有平凡解(x,y,z)=(±9,±4,0)。
当m=0时,(10)式为Dz2=4x0y0x1y1=0,则z=0,此时(4)式仅有平凡解(x,y,z)=(±9,±4,0)。
当m≠0且m≠-1时,对m 进行分类讨论:

1)m≠-1为奇数。由x2m-5y2m=1知,gcd(xm,ym)=1,同理gcd(xm+1,ym+1)=1;
由(7)式,得

gcd(xm,xm+1)=gcd(xm,9xm+20ym)=gcd(xm,20ym)=1;
由(8)式,得

gcd(ym,ym+1)=gcd(ym,4xm+9ym)=gcd(ym,4xm)=4,

故gcdym

4
,ym+1æ

è
ç

ö

ø
÷

4 =1;

由(7)式,得

gcd(xm,ym+1)=gcd(xm,4xm+9ym)=gcd(xm,9ym)=9,

则gcdxm

9
,ym+1æ

è
ç

ö

ø
÷

9 =1;

由(8)式,得

gcd(xm+1,ym)=gcd(9xm+20ym,ym)=gcd(9xm,ym)=1。

所以有xm

9
,xm+1,

ym

4
,ym+1

36
两两互素。

令m=2k-1,k∈Z+,此时(10)式成为Dz2=4x2k-1y2k-1x2ky2k=8x2k-1x2kxkyky2k-1,即

Dz2=8x2k-1x2kxkyky2k-1。 (11)

又gcd(xk,yk)=1,则有当k为正奇数时,x2k-1
9
,x2k,xk

9
,yk

4
,y2k-1
4

两两互素;当k为正偶数时,x2k-1
9
,x2k,xk,

yk

36
,y2k-1
4

两两互素。

①k为奇数,由(8)式知4‖yk,4‖y2k-1,故
yk

4
,y2k-1
4

为奇数;又由(7)式知x2k-1
9
,x2k,xk

9
均为奇数,故x2k-1

9
,

x2k,xk

9
,yk

4
,y2k-1
4

均为奇数。

由引理4知,仅当k=1时,x2k-1
9
,xk

9
,yk

4
,y2k-1
4

为平方数,此时(11)式为Dz2=8x21·y21·x2=8×92×42×

161=27×34×7×23,故有D=2α×7×23(α=1,3,5,7),z=9×2
7-α
2 。当α=1时,得z=9×23=72,此时得出方

程组(4)的非平凡解为(x,y,z)=(±2889,±1292,±72);当α=3时,得z=9×22=36,此时得出方程组(4)的
非平凡解为(x,y,z)=(±2889,±1292,±36);当α=5时,得z=9×2=18,此时得出方程组(4)的非平凡解为

(x,y,z)=(±2889,±1292,±18);当α=7时,得z=9,此时得出方程组(4)的非平凡解为(x,y,z)=(±2889,

±1292,±9)。

当k≠1且为奇数时,x2k,x2k-19
,xk

9
,yk

4
,y2k-1
4

均不为平方数,所以它们至少为D 提供5个互异的奇素因子,故

(11)式不成立,则方程(4)无整数解。

②k为偶数,令k=2l,l∈Z+,此时(11)式成为Dz2=8x4l-1x4lx2ly2ly4l-1=16x4l-1x4lx2lxlyly4l-1,即

Dz2=16x4l-1x4lx2lxlyly4l-1。 (12)
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又gcd(xl,yl)=1,则有l为奇数时x4l-1

9
,x4l,x2l,xl

9
,yl

4
,y4l-1
4

两两互素;l为偶数时x4l-1

9
,x4l,x2l,xl,

yl

36
,

y4l-1
4

两两互素。

由(7)式知x4l-1
9
,x4l,x2l,xl 均为奇数,由(8)式知y4l-1

4
为奇数,l为正奇数yl

36
为奇数。故l为奇数时x4l-1

9
,

x4l,x2l,xl,
yl

36
,y4l-1
4

均为奇数;l为偶数时,x4l-1
9
,x4l,x2l,xl,

y4l-1
4

均为奇数。

由引理4知,仅当l=1时,xl 为平方数,而l∈Z+,则x4l-1
9
,x4l,x2l,

y4l-1
4

恒不为平方数。当l=1时(12)式为

Dz2=16x4x3x2x1y1y3=24×9×161×2889×51841×4×1292=28×34×3×7×23×107×47×1103×17×
19,则右边含8个互异的素因子,因此右边为D 提供了8个互异的奇素因子,矛盾。

当l≠1时,因为x4l-1
9
,x4l,x2l,

y4l-1
4
,xl 不为平方数,故当l≠1为正奇数时x4l-1

9
,x4l,x2l,xl,

y4l-1
4

至少为D

提供5个互异的奇素因子,故(12)式不成立,则方程(4)无正整数解;当l为正偶数时x4l-1

9
,x4l,x2l,xl,

y4l-1
4

至少

为D 提供5个互异的奇素因子,故(12)式不成立,则方程(4)无整数解。

2)m≠0为偶数,由(7)式,得gcd(xm,ym+1)=gcd(xm,4xm+9ym)=gcd(xm,9ym)=1;由(8)式,得

gcd(xm+1,ym)=gcd(9xm+20ym,ym)=gcd(9xm,ym)=9,则gcdxm+1

9
,ymæ

è
ç

ö

ø
÷

9 =1;又由1)可得gcd(xm+1,ym+1)=

gcd(xm,ym)=1,gcd(xm,xm+1)=1;gcd(ym,ym+1)=4,故gcdym

4
,ym+1æ

è
ç

ö

ø
÷

4 =1。

所以有xm,
xm+1

9
,ym

36
,ym+1

4
两两互素。

同情形2中1)的证明可得方程(4)无整数解。
综上,定理成立。 证毕
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OntheSimultaneousDiophantineEquationsx2-5y2=1andy2-Dz2=16

WANFei,DUXiancun
(CollegeofTeachersEducation,HongheUniversity,MengziYunnan661199,China)

Abstract:LetD=2tpa11 pa22pa33pa44 (ai=0or1,1≤i≤4,t∈Z+,andt≠2,4),whereps(1≤s≤4)aredistinctoddprimes,thesimul-
taneousDiophantineequationsinthetitlehasapositiveintegersolutiononlywhenD=2t×7×23(t=1,3,5,7)arediscussedwiththe

helpofsomepropertiesofthesolutionstoPellequation,recursivesequenceandcongruence.

Keywords:Diophantineequation;integersolution;oddprime;recursivesequence
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