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摘要：结合径向线性组合的定义给出了凸体的 !"#径向线性组合的定义，并探讨出了该组合下凸体的对偶混合体积之

间的大小关系，重点研究了凸体的 !"#径向线性组合的平均宽度的相关性质，同时还给出了凸体的 !"#径向线性组合

和它的极体的平均宽度的下界。在充分研究凸体的 !"#径向线性组合性质的基础上，得到凸体的 !"#径向线性组合和

它的 I5(:= 线性组合之间的一些关系式。最后，在这些定理的支撑下，得到了关于凸体的 I5(:= 线性组合的平均宽度

的下界的一般性结论，若 $，!"$%
# 实数 "#$，!，"##，! J " K $，则 &（（!$! J ""!!）J（!$ J ""!））#H，等号成立当

且仅当 $ 与 ! 都为单位球时。
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! ! 凸体几何是以凸体或星体为主要研究对象的现

代几何学的一个重要分支，它是以微分几何、泛函分

析、偏微分方程、点集拓扑为基础的现代几何学。关

于几何体的构形、体积、表面积、宽度、角度、投影等

都已有了较为完善的研究，而关于几何体的线性组

合便成了进一步研究凸体的热点。已有文献定义了

凸体的 &5.N,O;N5 线性组合，I5(:= 线性组合，P/’;?2G
N: 加法，调和线性组合等，并有了重大突破［$GH］。

早期，Q-<O’N 在 文 献［ R］中 定 义 了 径 向 的

&5.N,O;N5 线性组合，此后，研究者们做了大量的关

于该组合的文章［EGL］。后来随着诸多概念向 !" 空间

的推广，径向的 &5.N,O;N5 线性组合也被推广成了

!"#径向线性组合，研究者们也做了相关的研究［D］。

本文的主要目的就是进一步研究 !"#径向线性组合，

特别是关于凸体的 !"#径向线性组合的平均宽度和

它们的混合体积。

$ 预备知识

设$% 表示%维欧氏空间!% 中所有凸体（有非空

内点的紧凸集）的集合，$%
# 表示 $% 中包含原点的子

集。设 #% 表示 !% 中所有星体的集合，用 #%
# 表示 #%

中所有包含原点的子集。用 ’ 和 (%)$ 分别表示 !% 中

的单位向量和单位球面，*（$）表示凸体 $ 的体积。

定义 $［D］! 令 ’" (%)$，如果 $" $%，则 $ 的支

撑函数 +（$，’）：(%)$$!被定义 +（$，’）, 7’S｛’·

-：-" $｝。

定义 "［D］! 如果 !" #%
#，星体 ! 关于原点的径

向函数 $（!，’）：(%)$$! 被定义为

! ! $（!，’）, 7’S｛.# #：.’" !｝。

定义%［$#］! 如果$，!"#%
# 和!，"##，! / " ,

$，则 $ 和 ! 的 !"# 径向线性组合 !$ " "! 被定义为

$（!$ " "!，’）" , !$（$，’）" / "$（!，’）"

定义H［R］! 如果$0" #%
#，$% 0% %，则凸体$$，

⋯，$% 的对偶混合体积（$$，⋯，$%）被定义为

（$$，⋯，$%）, $
% &(%)$$（$$，’）⋯$（$%，’）T(（’）

定义R［$$］! 对于!% 中的任意一个凸体$，其平

均宽度 &（$）, "
%%%
&(%)$+（$，’）T(（’）。

定义 E［$"］ ! 如果 $，!" $%
#，!，"# #，! / " ,

$，则 $ 和 ! 的 I5(:= 线性组合 !$ /" "!" $%
# 被定义

为 +（!$ /" "!，’）" , !+（$，’）" / "+（!，’）"。

定义 *［$"］ ! 如果 $，!" #%
#，!，"# #，! / " ,

$，则 $ 和 ! 的调和 "# 组合 !$ U/" "! " $%
# 被定义为

$（!$ U/" "!，’）)" , !$（$，’）)" / "$（!，’）)"

" 主要结论及证明

由定义% 和定义H 以及函数 -
$
" 的凹性可以得到

下面的不等式。
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定理 !" 若 !，" " !#
#，实数 $ # !，"，# # #，

" % # & !，则对于任意凸体 !$，⋯，!# 有

（"! $ #"，!$，⋯，!#）#
" （!，!$，⋯，!#）% # （"，!$，⋯，!#）

证明 " 由函数 ’
!
$ 的凹性及定义 %，有

$（"! $ #"，(）# "$（!，(）% #$（"，(）

则 （"! $ #"，!$，⋯，!#）&
!
# &)#*!$（"! $ #"，(）$（!$，(）⋯$（!#，(）&)（(）#

!
# &)#*!（"$（!，(）% #$（"，(））$（!$，(）⋯$（!#，(）&)（(）&

"
# &)#*!$（!，(）$（!$，(）⋯$（!#，(）&)（(）%

#
# &)#*!$（"，(）$（!$，(）⋯$（!#，(）&)（(）&

" （!，!$，⋯，!#）% # （"，!$，⋯，!#） 证毕

根据平均宽度的积分式和支撑函数与径向函数

的关系式，可以得出下列不等式。

定理 $" 若 !" !#
#，实数 $# !，"，## #，" % #

& !，则 +（（"! $ #"）!）% "+（!!）% #+（"!）。

证明 " 由函数 ’* !
$ 的凸性及定义 %，有

$（"! $ #"，(）*! % "$（!，(）*! % #$（"，(）*!

即 ,（（"! $ #"）!，(）% ",（!!，(）% #,（"!，(）

故根据定义 ’ 可得

+（（"! $ #"）!，(）&
$
#%#
&)#*!,（（"! $ #"）!，(）&)（(）%

$"
#%#
&)#*!,（!!，(）&)（(）%

$#
#%#
&)#*!,（"!，(）&)（(）% "+（!!）% #+（"!）

证毕

进一步，可由 ,（!!，(） & !
$（!，(）

和 ()*&+, 不

等式可以得到比定理 $ 更强的不等式。

定理 %" 若 !，" " !#
#，实数 $ # !，"，# # #，

" % # & !，则+（（"! $ #"）!）%+（!!）"+（"!）#，

当且仅当 ! & " 时等号成立。

证明 " 根据定义 % 以及关系式 ,（!!，(） &
!

$（!，(）
，有

,（（"! $ #"）!，(）*$ & ",（!!，(）*$ % #,（"!，(）*$

再根据函数 ’
!
$ 的凹性和代数 -几何均值不等式

可得 ,（（"! $ #"）!，(）*! #
",（!!，(）*! % #,（"!，(）*! # ,（!!，(）*",（"!，(）*#

即 " ,（（"! $ #"）!，(）% ,（!!，(）",（"!，(）#

等号成立当且仅当 ,（!!，(）& ,（"!，(）。

再由平均宽度的定义和 ()*&+, 不等式有

+（（"! $ #"）!，(）&
$
#%#
&)#*!,（（"! $ #"）!，(）&)（(）%

$
#%#
&)#*! % ,（!!，(）",（"!，(）#&)（(）%

（
$
#%#
&)#*!,（!!，(）&)（(））"（

$
#%#
&)#*!,（"!，(）&)（(））# &

+（!!）"+（"!）#

从代数-几何均值不等式成立的条件可以得到

当且仅当 - . / 时定理中的等号成立。 证毕

根据代数-几何均值不等式知道

"+（!!）% #+（"!）# +（!!）"+（"!）#

所以定理 % 比定理 $ 更强。

作为定理 $ 的应用，可将其与 01,+2 线性组合和

"$- 径向线性组合的定义结合起来得到两种线性组

合的关系。

推论 !" 若 !，" " !#
#，实数 $ # !，"，# # #，

" % # & !，则+（（"! $ #"）!）%+（"!! %$ #"!），

证明 " 由 ’
!
$ 的凹性和定义 3 有

$（"! 4%$ #"，(）*! # "$（!，(）*! % #$（"，(）*!

即 ,（（"! 4%$ #"）!，(）# ",（!!，(）% #,（"!，(）

则由平均宽度的积分式和关系式

" " （"! 4%$ #"）! & "!! %$ #"!

有 " " +（（"! 4%$ #"）!）& +（"!! %$ #"!）#

"+（.!）% #+（"!）

再利用定理 $ 的结论有

+（（"! $ #"）!）% +（"!! %$ #"!） 证毕

定理 5" 若 !，" " !#
#，实数 $ # !，"，# # #，

" % # & !，则+（（"! $ #"）! %（"! %$ #"））#5。

当且仅当 ! 与 " 都为单位球时等号成立。

证明 " 由 ,（!，(）# $（!，(）和定义 6 得

$（"! $ #"，(）$ & "$（!，(）$ % #$（"，(）$ %
",（!，(）$ % #,（"，(）$ & ,（"! %$ #"，(）$

又因为 ,（!!，(）& !
$（!，(）

，故

,（（"! $ #"）!，(）,（"! %$ #"，(）# !
根据均值不等式有

,（（"! $ #"）!，(）% ,（"! %$ #"，(）#

$ ,（（"! $ #"）!，(）,（"! %$ #"，(! ）# $
则由平均宽度的积分式有
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!（（!" # "$）! %（!" %# "$））&
!
’#’
&(’)"*（（!" # "$）! %（!" %# "$））#(（+） &

!
’#’
&(’)"（*（（!" # "$）!，+）% *（!" %# "$，+））#(（+）#$

由 *（"，+）# $（"，+）可知当且仅当 *（"，+）&
$（"，+），*（$，+）& $（$，+）即 " 与 $ 都为单位球时

等号成立。 证毕

作为定理$ 的应用，将其与推论" 结合起来便可

得到推论 !。

推论 !% 若 "，$ " "’
&，实数 # # "，!，" # &，

! % " & "，则 !（（!"! %# "$!）%（!" %# "$））#
$。当且仅当 " 与 $ 都为单位球时等号成立。

这个结论比文献［"’］中的定理!, ’ 更具有一般

性。
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