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摘要#&目的'为了解决基于梯度下降上升算法在某些应用中%目标函数的梯度信息计算昂贵或难以获取的问题(&方法'
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凹极小极大优化问题%

S8Y'*93Q*7

等人*

$$

+提出了一类零阶鞍点优化算法!

HAE<RG

"%并给出了该算法的
A,&=-8

复杂度结果为
!

!

!

I!

"%还给出了梯度估计所需的函数值计算次数估计(基于镜像下降方法%

<&T387

等人*

$!

+提出
了一类零阶镜像下降优化算法%得到了算法的迭代复杂度为

!

!

!

I!

"(但这些零阶优化算法的迭代复杂度还有
待进一步改进(

受文献*

J

+的工作的启发%针对带有约束的凸
E

凹极小极大优化问题%基于均匀分布的平滑化方案*

$"

+

%提出一
类零阶梯度下降上升算法!

HAEAF@G

"(基于带误差的邻近点算法的收敛性分析理论%得到本文所提出算法
HAEAF@G

取得
!

!

稳定点的迭代复杂度为
!

!

!

I$

"(

$

凸
E

凹极小极大优化问题的零阶算法
$?$

梯度估计
为了设计零阶算法%首先引入一个函数的梯度估计*

$"

+

(设
"

#

!

#

!

Z#

"

$

!

%对任意的
!

#

"

%

"

#

#

%定义#

!

[

!

"

!

!

%

"

"

\]

#

!

!

"

!Z

"

$

#

%

"

! "

I

"

!

!

%

"

""

"

$

#

%

#

"

$

!

%

!

[

"

"

!

!

%

"

"

\]

#

"

!

"

!

!

%

"Z

"

!

$

"

I

"

!

!

%

"

""

"

!

$

%

$

"

$

"

% !

!

"

其中#

"

$

%

"

!

'

"

为平滑化参数%

#

"

$

!

表示随机向量
#

在
#

!

维的单位欧氏球面
$

!

服从均匀分布%

$

"

$

"

类似(

定义
"

!

!

%

"

"关于变量
!

和
"

的两个平滑化函数#

"

"

$

!

!

%

"

"

\]W

*

"

!

!Z

"

$

#

%

"

"+%

"

"

!

!

!

%

"

"

\]W

*

"

!

!

%

"Z

"

!

$

"+%

其中#

W

表示数学期望%再根据文献*

$$

+的引理
)?$

可得#

W

*

!

[

!

"

!

!

%

"

"+

]

!

!

"

"

$

!

!

%

"

"%

W

*

!

[

"

"

!

!

%

"

"+

]

!

"

"

"

!

!

!

%

"

"( !

#

"

由上式可知%可以通过差商的形式!

!

"来近似估计平滑化以后的函数
"

"

$

!

!

%

"

"和
"

"

!

!

!

%

"

"的梯度*

$"

+

(

$?!HAEAF@G

AF@G

算法的主要思想是极小极大化对应的目标函数的一阶近似与一个正则项之和(但该算法需要计算
精确梯度(由于在有些应用中梯度计算是比较昂贵的%或者是难以获取的(为此%借助上一小节有关梯度估计
的方法%设计出

HAEAF@G

算法来求解问题!

$

"(下面给出具体的算法框架#

算法
!

HAEAF@G

步骤
"

#设置
!

I$

]!

"

#

"

和
"

I$

]"

"

#

#

(设置步长
#

'

"

%采样次数序列-

%

$

%

&

.%-

%

!

%

&

.和正的单调递减的平
滑化参数序列-

"

$

%

&

.%-

"

!

%

&

.(令
&]"

(

步骤
$

#计算

!

[

!

"

!

!

&

%

"

&

"

'(

$

%

$

%

&

)

%

$

%

&

)

(

$

#

!

!

"

!

!

&

*

"

$

%

&

#

)

%

"

&

"

+

"

!

!

&

%

"

&

""

"

$

%

&

#

)

%

#

) $

$

!

%

!

[

"

"

!

!

&

%

"

&

"

'(

$

%

!

%

&

)

%

!

%

&

)

(

$

#

"

!

"

!

!

&

%

"

&

*

"

!

%

&

,

)

"

+

"

!

!

&

%

"

&

""

"

!

%

&

$

)

%

$

) $

$

"

( !

)

"

步骤
!

#更新迭代点
%

&Z$

\]

*

!

&Z$

)

"

&Z$

+#

!

&Z$

\]&,

1

53'

!

#

"

/

!

!

[

!

"

!

!

&

%

"

&

"

I

!

[

!

"

!

!

&I$

%

"

&I$

"%

!I!

&

0

Z

$

!

#

!I!

&

!

%

"

&Z$

\]&,

1

5&M

"

#

#

/

!

!

[

"

"

!

!

&

%

"

&

"

I

!

[

"

"

!

!

&I$

%

"

&I$

"%

"I"

&

0

I

$

!

#

"I"

&

!

( !

L

"

步骤
#

#当算法的迭代点是问题!

$

"的
!

E

稳定点时%停止迭代(否则%取
&\]&Z$

%并回到步骤
$

(

注
$

!

$

"在
HAEAF@G

算法中%!

)

"式表示用多次采样的函数值信息来近似梯度信息)!

L

"式的第一个公式
右边的第一项是分别关于变量

!

和
"

对函数
"

的一阶近似%第二项为正则项)

!

[

!

"

!

!

&

%

"

&

"

I

!

[

!

"

!

!

&I$

%

"

&I$

"视
为关于变量

!

的1动量项2(

!

"对比
AF@G

算法%本文提出的算法是将
AF@G

算法对应的梯度信息
!

!

"

!

!

&

%

"

&

"和
!

"

"

!

!

&

%

"

&

"换成了!

)

"式的
!

[

!

"

!

!

&

%

"

&

"和
!

[

"

"

!

!

&

%

"

&

"%这样做的优点是能处理梯度信息难以获取的问题(

引入
W+=-3T8&'

投影算子
-

"

和
-

#

%!

L

"式可以等价的写成如下形式#

J"$

重庆师范大学学报!自然科学版"

!

0::

X

9

#!!

=

2

'+

D

(=

2

'+(8T+(='

!!!!!!!!!!!

第
)"

卷



!

&Z$

]-

"

!

!

&

I!

#

!

[

!

"

!

!

&

%

"

&

"

Z

#

!

[

!

"

!

!

&I$

%

"

&I$

""%

"

&Z$

]-

#

!

"

&

Z!

#

!

[

"

"

!

!

&

%

"

&

"

I

#

!

[

"

"

!

!

&I$

%

"

&I$

""( !

J

"

为了证明方便%令
%\]

*

!

)

"

+

#

!

#

!

Z#

" 和
!

.

!

%

&

"

\]

*

!

!

"

!

!

&

%

"

&

")

I

!

"

"

!

!

&

%

"

&

"+(类似地%有#

!

[

.

!

%

&

"

\]

*

!

[

!

"

!

!

&

%

"

&

")

I

!

[

"

"

!

!

&

%

"

&

"+%

!

.

"

!

%

&

"

\]

*

!

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

&

")

I

!

"

"

"

!

%

&

!

!

&

%

"

&

"+%

由此%!

J

"式可简写为#

%

&Z$

]-

"

N

#

-

%

&

I!

#

!

[

.

!

%

&

"

Z

#

!

[

.

!

%

&I$

".(

为了证明
HAEAF@G

算法的收敛性%将上式表示成
RRG

算法的特殊形式%如下#

%

&Z$

]-

"

N

#

-

%

&

I

#

!

[

.

!

%

&Z$

"

Z

!

&

.% !

C

"

其中#

!

&

]

#

*!

!

[

.

!

%

&Z$

"

I

!

[

.

!

%

&

""

I

!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""+( !

U

"

$?#

算法收敛性分析
假设

$

!

函数
"

!

!

%

"

"关于
!

和
"

连续可微(对任意
"

#

#

%函数
"

!

!

%

"

"关于
!

#

"

是凸函数)对任意
!

#

"

%

函数
"

!

!

%

"

"对于
"

#

#

是凹函数(

假设
!

!

梯度
!

!

"

!

!

%

"

"分别关于变量
!

和
"

是
/

!

利普希茨连续的%且梯度
!

"

"

!

!

%

"

"分别关于变量
!

和
"

是
/

"

利普希茨连续的%即#

!

!

"

!

!

%

"

$

"

I

!

!

"

!

!

%

"

!

"

&

/

!

"

$

I"

!

%

*

!

#

"

)

!

!

"

!

!

$

%

"

"

I

!

!

"

!

!

!

%

"

"

&

/

!

!

$

I!

!

%

*

"

#

#

%

!

"

"

!

!

$

%

"

"

I

!

"

"

!

!

!

%

"

"

&

/

"

!

$

I!

!

%

*

"

#

#

)

!

"

"

!

!

%

"

$

"

I

!

"

"

!

!

%

"

!

"

&

/

"

"

$

I"

!

%

*

!

#

"

%

这里让
/])5&M

-

/

!

%

/

"

.(

假设
#

!

对任意
!

#

"

%

"

#

#

%存在常数
0

'

"

%使得
!

!

"

!

!

%

"

"

!

&

0

!和
!

"

"

!

!

%

"

"

!

&

0

!成立(

假设
)

!

令最优解集
$

"

\]

-

%

"

]

*

!

"

)

"

"

+

#

!

#

!

Z#

"

#!

!

"

%

"

"

"是问题!

$

"的鞍点.%假设
$

"非空(

为了得到算法的收敛性结果%引入下面几个引理(

引理
$

*

$"

+

!

若假设
$

和假设
!

成立%则#

$

"对任意的
"

$

'

"

和
"

!

'

"

%有#

(

"

"

$

!

!

%

"

"

I

"

!

!

%

"

"

(&

/

!

"

!

$

!

%

(

"

"

!

!

!

%

"

"

I

"

!

!

%

"

"

(&

/

"

"

!

!

!

)

!

"

"

"

$

!

!

%

"

"关于
!

是凸函数%

"

"

!

!

!

%

"

"关于
"

是凹函数)且
!

"

"

$

!

!

%

"

"和
!

"

"

!

!

!

%

"

"分别具有
/

"

$

和
/

"

!

利普希茨连续性%满足
/

"

$

&

/

和
/

"

!

&

/

)

#

"对于
HAEAF@G

算法产生的迭代序列-!

!

&

%

"

&

".满足#

!

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

"

I

!

!

"

!

!

&

%

"

"

!

&

/

!

!

"

!

$

%

&

#

!

!

)

%

!

"

"

"

!

%

&

!

!

%

"

&

"

I

!

"

"

!

!

%

"

&

"

!

&

/

!

"

"

!

!

%

&

#

!

"

)

)

)

"对于
HAEAF@G

算法产生的迭代序列-!

!

&

%

"

&

".满足#

W

#

!

*

"

!

!

&

Z

"

$

%

&

#

)

%

"

"

I

"

!

!

&

%

"

"+

"

$

%

&

#

)

!

* +

&

!#

!

!

!

"

!

!

&

%

"

"

!

Z

"

!

$

%

&

#

!

!

/

!

!

!

%

)]$

%3%

%

$

%

&

%

W

#

"

*

"

!

!

%

"

&

Z

"

!

%

&

$

)

"

I

"

!

!

%

"

&

"+

"

!

%

&

$

)

!

* +

&

!#

"

!

"

"

!

!

%

"

&

"

!

Z

"

!

!

%

&

#

!

"

/

!

"

!

%

)]$

%3%

%

!

%

&

(

引理
!

*

$"

+

!

令-!

!

&

%

"

&

".是由
HAEAF@G

算法产生的迭代序列(若假设
#

成立%则对于
&

+

$

%有#

W

*

!

[

!

"

!

!

&

%

"

"

I

!

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

"

!

+

&

%

!

!

%

&

%

W

*

!

[

"

"

!

!

%

"

&

"

I

!

"

"

"

!

%

&

!

!

%

"

&

"

!

+

&

%

!

"

%

&

%

其中#

%

!

!

%

&

]

$

%

$

%

&

!#

!

0

!

Z

"

!

$

%

&

#

!

!

/

!

!

!

! "

和
%

!

"

%

&

]

$

%

!

%

&

!#

"

0

!

Z

"

!

!

%

&

#

!

"

/

!

"

!

! "

(

引理
#

!

令-

%

&

.是由
HAEAF@G

算法产生的迭代序列%其中
%

&

]

*

!

&

)

"

&

+%则对任意向量
%

#

"

N

#

和
&

+

$

有#

!

[

.

!

%

&Z$

"

^

!

%

&Z$

I%

"

&

$

!

#

%

&

I%

!

I

$

!

#

%

&Z$

I%

!

I

$

!

#

%

&Z$

I%

&

!

Z

$

#

!

^

&

!

%

&Z$

I%

"(

C"$

第
$

期
!!!!!!!!!!!!

谢
!

涛%等#凸
E

凹极小极大优化问题的零阶梯度下降上升算法



证明
!

由!

C

"式的最优性条件可知%对任意
%

#

"

N

#

有#

/

%

&Z$

I

!

%

&

I

#

!

[

.

!

%

&Z$

"

Z

!

&

"%

%I%

&Z$

0

+

"

%

整理上式并由!

U

"式可得#

#

!

[

.

!

%

&Z$

"

^

!

%

&Z$

I%

"

&

/

%

&

I%

&Z$

%

%

&Z$

I%

0

Z

/

!

&

%

%

&Z$

I%

0%

然后再利用等式$

#

/

%

&

I%

&Z$

%

%

&Z$

I%

0

]

$

!

#

%

&

I%

!

I

$

!

#

%

&Z$

I%

!

I

$

!

#

%

&

I%

&Z$

!

%即可证得结论(

证毕
引理

)

!

若假设
$

,假设
!

和假设
#

成立(令-

%

&

.是由
HAEAF@G

算法产生的迭代序列
%

&

]

*

!

&

)

"

&

+%则
有#

W

*

"

!

!

[

1

%

"

"

+

"

!

!

%

"

[

1

"+

&

W

$

1

)

&

(

$

1

!

[

.

!

%

&

"

^

!

%

&

+

%

"

* +

*

$$

#

!1

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

+

!

*

%

!

"

%

&

+

!

"

*

$

1

)

&

(

$

1

!

/

!

"

!

$

%

&

*

/

"

"

!

!

%

&

"%

其中#

!

[

1

(

$

1

)

1

&

(

$

!

&

%

"

[

1

(

$

1

)

1

&

(

$

"

&

%

%

!

!

%

&

和
%

!

"

%

&

由引理
!

给出(

证明
!

令
"

"

&

]-

"

N

#

-

%

&I$

I!

#

!

.

"

!

%

&I$

"

Z

#

!

.

"

!

%

&I!

".(由!

#

"式可知
W

*

!

[

.

!

%

&

"+

]

!

.

"

!

%

&

"%从而
有#

W

$

1

)

&

(

$

1

!

[

.

!

%

&

"

^

!

%

&

+

%

"

* +

(

W

$

1

)

&

(

$

1

!

!

[

.

!

%

&

"

+

!

.

"

!

%

&

""

^

!

%

&

+

"

!

&

"

* +

*

W

$

1

)

&

(

$

1

!

.

"

!

%

&

"

^

!

%

&

+

%

"

* +

( !

K

"

首先估计!

K

"式右边的第一项%有#

W

$

1

)

&

(

$

1

!

[

.

!

%

&

"

+

!

.

"

!

%

&

"

! "

^

!

%

&

+

"

!

&

"

* +

+

+

W

#

!1

)

&

(

$

1

!

[

.

!

%

&

"

+

!

.

"

!

%

&

"

!

* +

+

W

$

!

#

1

)

&

(

$

1

%

&

+

"

!

&

!

* +

+

+

#

!1

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

*

%

!

"

%

&

"

+

$

!

#

1

W

)

&

(

$

1

!

!

#

!

!

.

"

!

%

&

+

$

"

+

!

[

.

!

%

&

+

$

""

*

#

!

!

[

.

!

%

&

+

!

"

+

!

.

"

!

%

&

+

!

"""

!

* +

+

+

#

!1

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

*

%

!

"

%

&

"

+

W

)

#

1

)

&

(

$

1

!

.

"

!

%

&

+

$

"

+

!

[

.

!

%

&

+

$

"

!

* +

+

W

#

1

)

&

(

$

1

!

[

.

!

%

&

+

!

"

+

!

.

"

!

%

&

+

!

"

!

* +

+

+

#

!1

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

*

%

!

"

%

&

"

+

)

#

1

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

+

#

1

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

+

!

*

%

!

"

%

&

+

!

"

+

+

$$

#

!1

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

+

!

*

%

!

"

%

&

+

!

"(

!

$"

"

其中第一个不等式用到了
_*+'

1

不等式%第二个不等式用到了引理
!

和
W+=-3T8&'

投影算子
-

"

和
-

#

的非扩张
性%第三个不等式用到了!

2Z3

"

!

&

!2

!

Z!3

!

%再由步骤
"

中的参数设置可知
%

!

!

%

&

和
%

!

"

%

&

都是非负递减序列%由
此得到最后一个不等式(

下面估计!

K

"式右边的第二项%有#

W

$

1

)

&

(

$

1

!

.

"

!

%

&

"

^

!

%

&

+

%

"

* +

+

W

$

1

)

&

(

$

1

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

&

"

+

"

"

$

%

&

!

!

%

"

&

"

*

"

"

!

%

&

!

!

&

%

"

"

+

"

"

!

%

&

!

!

&

%

"

&

""

* +

+

W

$

1

)

&

(

$

1

"

!

!

&

%

"

"

+

"

!

!

%

"

&

"

+

/

"

"

!

!

%

&

*

/

!

"

!

$

%

&

!

! "* +

*

W

$

1

)

&

(

$

1

"

!

!

&

%

"

&

"

+

"

!

!

&

%

"

&

"

+

/

"

"

!

!

%

&

*

/

!

"

!

$

%

&

!

! "* +

+

W

*

"

!

!

[

1

%

"

"

+

"

!

!

%

"

[

1

"+

+

$

1

)

&

(

$

1

!

/

"

"

!

!

%

&

*

/

!

"

!

$

%

&

"( !

$$

"

其中第一个和第三个不等式分别用到了
"

关于!

!

%

"

"的凸
E

凹性%第二个不等式用到了引理
$

的结论
$

"(最后将
!

$"

"和!

$$

"式代入到!

K

"式并整理可得结论( 证毕

U"$

重庆师范大学学报!自然科学版"

!

0::

X

9

#!!

=

2

'+

D

(=

2

'+(8T+(='

!!!!!!!!!!!

第
)"

卷



引理
L

!

若假设
$

,假设
!

,假设
#

和假设
)

成立(设置步长
#

满足
"

,

#

&

$

$!

/

!

Z#

"%迭代序列-

%

&

.由
HAE

AF@G

算法产生%则有-

%

&

.

1

&]$

-

%

1

%其中#

%

1

'(

%

4

W

*

%

+

%

"

!

+

&

/

!

*

#

/

!

W

*

%

"

+

%

"

!

+

*

!/

!

*

$C

/

!

!

/

!

*

#

"

)

&

(

"

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

-

$

!

)

&

(

"

1

*!

$

*

#

!

!

"

"

!

$

%

&

+

$

*

!

$

*

#

!

"

"

"

!

!

%

&

+

$

+

.

%

这里
%

"

]

*

!

"

)

"

"

+

#

$

"

(

证明
!

由引理
#

及!

U

"式可得#

W

*

!

[

.

!

%

&

*

$

"

^

!

%

&

*

$

+

%

"+

&

$

!

#

W

*

%

&

+

%

!

+

+

$

!

#

W

*

%

&

*

$

+

%

!

+

+

$

!

#

W

*

%

&

*

$

+

%

&

!

+

*

W

*!

!

[

.

!

%

&

*

$

"

+

!

[

.

!

%

&

""

^

!

%

&

*

$

+

%

"+

+

W

*!

!

[

.

!

%

&

"

+

!

[

.

!

%

&

+

$

""

^

!

%

&

*

$

+

%

"+(

将上式右边加减项
W

*!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""

^

!

%

&

I%

"+有#

W

*

!

[

.

!

%

&Z$

"

^

!

%

&Z$

I%

"+

&

$

!

#

W

*

%

&

I%

!

+

I

$

!

#

W

*

%

&Z$

I%

!

+

I

$

!

#

W

*

%

&Z$

I%

&

!

+

Z

W

*!

!

[

.

!

%

&Z$

"

I

!

[

.

!

%

&

""

^

!

%

&Z$

I%

"+

IW

*!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""

^

!

%

&

I%

"+

Z

W

*!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""

^

!

%

&

I%

&Z$

"+( !

$!

"

首先估计!

$!

"式中的项
W

*!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""

^

!

%

&

I%

&Z$

"+%有#

W

*!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""

^

!

%

&

I%

&Z$

"+

]

W

*!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

.

"

!

%

&

"

Z

!

.

"

!

%

&

"

I

!

.

"

!

%

&I$

"

Z

!

.

"

!

%

&I$

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""

^

!

%

&

I%

&Z$

"+

&

W

$

!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

.

"

!

%

&

"

!

Z

$

!

!

.

"

!

%

&I$

"

I

!

[

.

!

%

&I$

"

!

Z

$

!

!

.

"

!

%

&

"

I

!

.

"

!

%

&I$

"

!

Z

#

!

%

&

I%

&Z$

!

* +

&

!

%

!

!

%

&I$

Z

%

!

"

%

&I$

"

Z

#

!

W

*

%

&

I%

&Z$

!

+

Z

$

!

W

*

!

.

"

!

%

&

"

I

!

.

"

!

%

&I$

"

!

+( !

$#

"

其中第一个不等式用到了
&

^

'

&

&

!

!

Z

'

!

!

%第二个不等式用到了引理
!

以及序列-

%

!

!

%

&

.和-

%

!

"

%

&

.的非负递减
性(注意到#

W

*

!

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

&

"

I

!

!

"

"

$

%

&I$

!

!

&I$

%

"

&I$

"

!

+

&

)W

*

!

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

&

"

I

!

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

&I$

"

!

Z

!

!

"

"

$

%

&

!

!

&

%

"

&I$

"

I

!

!

"

!

!

&

%

"

&I$

"

!

Z

!

!

"

!

!

&

%

"

&I$

"

I

!

!

"

!

!

&I$

%

"

&I$

"

!

Z

!

!

"

!

!

&I$

%

"

&I$

"

I

!

!

"

"

$

%

&I$

!

!

&I$

%

"

&I$

"

!

+

&

)/

!

!

W

*

"

&

I"

&I$

!

+

Z/

!

!

"

!

$

%

&

#

!

!

Z)/

!

!

W

*

!

&

I!

&I$

!

+

Z/

!

!

"

!

$

%

&I$

#

!

!

&

/

!

!

W

*

%

&

I%

&I$

!

+

Z

/

!

"

!

$

%

&I$

#

!

!

!

%

其中第二个不等式用到了引理
$

的
!

"和
#

"以及-

"

$

%

&

.的单调递减性(同理可得#

W

*

!

"

"

"

!

%

&

!

!

&

%

"

&

"

I

!

"

"

"

!

%

&I$

!

!

&I$

%

"

&I$

"

!

+

&

/

!

!

%

&

I%

&I$

!

Z

/

!

"

!

!

%

&I$

#

!

"

!

(

由上面两个不等式可得!

$#

"式右边最后一项的估计%如下#

W

*

!

.

"

!

%

&

"

I

!

.

"

!

%

&I$

"

!

+

&

/

!

%

&

I%

&I$

!

Z

/

!

"

!

$

%

&I$

#

!

!

Z/

!

"

!

!

%

&I$

#

!

"

!

( !

$)

"

将!

$#

",!

$)

"式代入!

$!

"式%并利用引理的条件
"

,

#

,

$

$!

/

!

Z#

"%整理可得#

W

*

!

[

.

!

%

&Z$

"

^

!

%

&Z$

I%

"+

&

$

!

#

W

*

%

&

I%

!

+

I

$

!

#

W

*

%

&Z$

I%

!

+

I

/

!

!

W

*

%

&Z$

I%

&

!

+

Z

/

!

!

W

*

%

&

I%

&I$

!

+

Z

W

*!

!

[

.

!

%

&Z$

"

I

!

[

.

!

%

&

""

^

!

%

&Z$

I%

"+

IW

*!

!

[

.

!

%

&

"

I

!

[

.

!

%

&I$

""

^

!

%

&

I%

"+

Z

!

%

!

!

%

&I$

Z

%

!

"

%

&I$

"

Z

/

!

"

!

$

%

&I$

#

!

!

Z/

!

"

!

!

%

&I$

#

!

"

)

(

K"$

第
$

期
!!!!!!!!!!!!

谢
!

涛%等#凸
E

凹极小极大优化问题的零阶梯度下降上升算法



对上式将
&

从
"

到
1I$

相加%并注意到
%

"

]%

I$

%有#

)

&

(

"

1

+

$

W

*

!

[

.

!

%

&

*

$

"

^

!

%

&

*

$

+

%

"+

&

$

!

#

W

*

%

"

+

%

!

+

+

$

!

#

W

*

%

1

+

%

!

+

+

/

!

!

W

*

%

1

+

%

1

+

$

!

+

*

)

&

(

"

1

+

$

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

)

&

(

"

1

+

$

/

!

"

!

$

%

&

+

$

#

!

!

*

/

!

"

!

!

%

&

+

$

#

!

"

)

*

W

*!

!

[

.

!

%

1

"

+

!

[

.

!

%

1

+

$

""

^

!

%

1

+

%

"+% !

$L

"

类似于!

$#

"式%估计!

$L

"式右边的最后一项%如下#

W

*!

!

[

.

!

%

1

"

I

!

[

.

!

%

1I$

""

^

!

%

1

I%

"+

&

!

%

!

!

%

1I$

Z

%

!

"

%

1I$

"

Z

/

!

!

W

*

%

1

I%

1I$

!

+

Z

#

!

W

*

%

1

I%

!

+

Z

/

!

"

!

$

%

1I$

#

!

!

Z/

!

"

!

!

%

1I$

#

!

"

)

(

将上式代入!

$L

"式并整理可得#

)

&

(

"

1

+

$

W

*

!

[

.

!

%

&

*

$

"

^

!

%

&

*

$

+

%

"+

&

$

!

#

W

*

%

"

+

%

!

+

+

$

!

#

+

#

!

! "

W

*

%

1

+

%

!

+

*

)

&

(

"

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

)

&

(

"

1

/

!

"

!

$

%

&

+

$

#

!

!

*

/

!

"

!

!

%

&

+

$

#

!

"

)

%!

$J

"

再由引理
)

的证明过程可得#

)

&

(

$

1

W

*

"

!

!

&

%

"

"

+

"

!

!

%

"

&

"+

&

)

&

(

"

1

+

$

W

*

!

[

.

!

%

&

*

$

"

^

!

%

&

*

$

+

%

"+

*

$$

#

!

)

&

(

$

1

!

%

!

!

%

&

+

!

*

%

!

"

%

&

+

!

"

*

)

&

(

$

1

!

/

!

"

!

$

%

&

*

/

"

"

!

!

%

&

"% !

$C

"

结合!

$J

"和!

$C

"式%整理可得#

)

&

(

$

1

W

*

"

!

!

&

%

"

"

+

"

!

!

%

"

&

"+

&

$

!

#

W

*

%

"

+

%

!

+

+

$

!

#

+

#

!

! "

W

*

%

1

+

%

!

+

*

!

*

$$

#

!

)

&

(

"

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

/

!

)

)

&

(

"

1

*!

$

*

#

!

!

"

"

!

$

%

&

+

$

*

!

$

*

#

!

"

"

"

!

!

%

&

+

$

+( !

$U

"

在!

$U

"式中令
!]!

"

%

"]"

"

%并注意到
"

!

!

&

%

"

"

"

I

"

"

Z

"

"

I

"

!

!

"

%

"

&

"

+

"

%

*

&

+

"

%可得#

$

+

#

#

!

#

W

*

%

1

+

%

"

!

+

&

$

!

#

W

*

%

"

+

%

"

!

+

*

!

*

$$

#

!

)

&

(

"

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

/

!

)

)

&

(

"

1

*!

$

*

#

!

!

"

"

!

$

%

&

+

$

*

!

$

*

#

!

"

"

"

!

!

%

&

+

$

+(

利用条件
"

,

#

&

$

$!

/

!

Z#

"%将上式整理可得结论( 证毕
基于以上假设和引理%下面将给出

HAEAF@G

算法具体的迭代复杂度结果(

定理
$

!

若假设
$

"

)

成立(在
HAEAF@G

算法%令迭代步长
#

满足
"

,

#

&

$

$!

/

!

Z#

"%设置采样次数序列
-

%

$

%

&

.%-

%

!

%

&

.和平滑化参数序列满足#

%

$

%

&

\]

!

!

#

!

!

&Z#

"

!

I$

"%

%

!

%

&

\]

!

!

#

"

!

&Z#

"

!

I$

"%

"

$

%

&

\]

!

!!

#

!

!

&Z#

"

$

$

!

"

I$

!

$

$

!

"%

"

!

%

&

\]

!

!!

#

"

!

&Z#

"

$

$

!

"

I$

!

$

$

!

"% !

$K

"

设迭代序列-!

!

&

%

"

&

".是由
HAEAF@G

算法产生%则当迭代次数
1

至多为
!

!

!

I$

"时%!

!

[

1

%

"

[

1

"是问题!

$

"的
!

!

稳
定点%其中

!

[

1

(

$

1

)

1

&

(

$

!

&

%

"

[

1

(

$

1

)

1

&

(

$

"

&

(

证明
!

令
"

"

]

"

!

!

"

%

"

"

"%

5] %

"

I%

"

!

(由引理
L

%对任意
%]

*

!

)

"

+

#

%

1

有#

W

*

%

"

+

%

!

+

&

!W

*

%

"

+

%

"

!

+

*

!W

*

%

+

%

"

!

+

&

)/

!

*

J

/

!

5

*

)/

!

*

#)

/

!

!

/

!

*

#

"

)

&

(

"

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

)

&

(

"

1

*!

$

*

#

!

!

"

"

!

$

%

&

+

$

*

!

$

*

#

!

"

"

"

!

!

%

&

+

$

+(

将上式代入到!

$U

"式中%两边同乘
$

$

1

%并利用
"

关于变量!

!

%

"

"的凸
E

凹性%对任意
%]

*

!

)

"

+

#

%

1

有#

"$$

重庆师范大学学报!自然科学版"

!

0::

X

9

#!!

=

2

'+

D

(=

2

'+(8T+(='

!!!!!!!!!!!

第
)"

卷



W

*

5&M

"

#!

!

[

1

%

"

"

#

%

1

"

!

!

[

1

%

"

"

+

"

"

+

*

W

*

"

"

+

53'

!

#!

!

%

"

[

1

"

#

%

1

"

!

!

%

"

[

1

"+

&

!/

!

*

#

1

#

/

!

5

*

$

1

!/

!

*

$C

#

/

!

!

/

!

*

#

"

*

!/

!

*

$C

!

!

/

!

*

#

"

! "

)

&

(

"

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

$

!1

$

#

*

/

!

!

! "

)

&

(

"

1

*!

$

*

#

!

!

"

"

!

$

%

&

+

$

*

!

$

*

#

!

"

"

"

!

!

%

&

+

$

+( !

!"

"

由于#

W

*

5&M

"

#!

!

[

1

%

"

"

#

%

1

"

!

!

[

1

%

"

"+

+

W

*

"

!

!

[

1

%

"

"

"+

+

W

*

"

!

!

"

%

"

"

"+%

W

*

53'

!

#!

!

%

"

[

1

"

#

%

1

"

!

!

%

"

[

1

"+

&

W

*

"

!

!

"

%

"

[

1

+

&

W

*

"

!

!

"

%

"

"

"+%

所以
W

*

5&M

"

#!

!

[

1

%

"

"

#

%

1

"

!

!

[

1

%

"

"

I

"

"

+和
W

*

"

"

I 53'

!

#!

!

%

"

[

1

"

#

%

1

"

!

!

%

"

[

1

"+均为非负%从而有#

!

W

*

"

!

!

[

1

%

"

[

1

"

I

"

"

+

&

W

*

5&M

"

#!

!

[

1

%

"

"

#

%

1

"

!

!

[

1

%

"

"

I

"

"

+%

W

*

"

"

I

"

!

!

[

1

%

"

[

1

"+

&

W

*

"

"

I 53'

!

#!

!

%

"

[

1

"

#

%

1

"

!

!

%

"

[

1

"+%!

!$

"

结合!

!"

"和!

!$

"式可得#

W

*

"

!

!

[

1

%

"

[

1

"

+

"

"

+

&

!/

!

*

#

1

#

/

!

5

*

$

1

!

/

!

*

#

"

!/

!

*

$C

#

/

!

*

!/

!

*

$C

!

! "

)

&

(

"

1

!

%

!

!

%

&

+

$

*

%

!

"

%

&

+

$

"

*

$

!1

$

#

*

/

!

!

! "

)

&

(

"

1

*!

$

*

#

!

!

"

"

!

$

%

&

+

$

*

!

$

*

#

!

"

"

"

!

!

%

&

+

$

+%

最后由$

1

)

1

*

!

&

(

!

$

&

&

$

1.

1

*

!

$

$

&

T&

(

-'

!

1

*

!

"

1

&

$

!

1

+

!

"及!

$K

"式%结合上式可证得定理
$

结论成立( 证毕
注

!

!

$

"由定理
$

可知%

HAEAF@G

的迭代复杂度为
1]

!

!

!

I$

"%表明该算法在遍历平均意义下达到
!

!

稳
定点所需要的迭代次数

1

至多为
!

!

!

I$

"(且函数值的总调用次数为#

1

$! (

)

&

(

$

1

!

%

$

%

&

*

%

!

%

&

"

$

!

!!

#

!

*

#

"

"!

!

+

!

*!

+

#

""(

!

"通过对比%本文提出的
HAEAF@G

算法的迭代复杂度与
AF@G

算法*

J

+是同阶的%但本文提出的
HAE

AF@G

算法不需要计算梯度信息(

!

数值实验
考虑矩阵博弈问题*

$!

+

%即两个玩家
(

#

!

#

( 和
)

#

!

#

)

%玩家
)

的目标是通过做出
$

到
#

)

个动作来获得尽可
能大的增益)而玩家

(

的目标则是通过做出的
$

到
#

(

个动作%尽可能的最小化玩家
)

的增益(该博弈问题可以
表示为如下的一个双线性极小极大问题*

J

+

#

53'

(

#

&

5&M

)

#

'

"

!

(

%

)

"

\]

/

(

%

*

)

0% !

!!

"

其中#

&

]

-

( (

&

6

(

%

(

#

!

#

(

.%

'

]

-

) )

&

6

)

%

)

#

!

#

)

.%稀疏矩阵
*

#

!

#

(

N#

)

(

下面将通过数值实验测试
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算法在求解极小极大问题!

!!

"时的数值表现(具体实验环境为%
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处理器%内存#
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(所有算法均在
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环境下实现(另外%也将本文提出的算
法与
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+算法和
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) 的生成与文献*
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+类似%即每一项元素非零的概率为
7
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%当该元素确认非零时%取值
独立且均匀的在区间*

I$

%
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+内生成(为了对比%设置
#

种算法
HAEAF@G

算法,

HAEP3'EP&M

算法和
HAEGFR
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%平滑化参数
"

$

%

&

]

"

!

%

&

]

"?$

!

&Z#

"

$

$

!

(

图
$

中纵轴表示目标函数在迭代点处函数值与最优值的绝对误差%横轴表示算法的迭代次数%其中蓝色短
实线代表

HAEAF@G

算法,红色实线代表原一阶
AF@G

算法,黄色实点交叉线代表
HAEP3'EP&M

算法,紫色点
线为

HAEGFR

算法(由图
$

可以看出%随着迭代次数的增加%

)

种算法都能渐进收敛到最优值%且
AF@G

算法
的收敛效果最好(但

AF@G

算法使用了函数的梯度信息(相比于
HAEP3'EP&M

算法和
HAEGFR

算法%

HAE

AF@G

算法达到同样的误差所需要的算法迭代次数较少(对比
HAEAF@G

算法和
AF@G

算法%虽然
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AF@G

算法的收敛效果略差%但
HAEAF@G

算法仅需要函数值信息%而不需要使用梯度信息(
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给出了在不同采样次数
%

的设置下%

HAEAF@G

算法要达到不同终止精度!

!

"所需要的迭代次数!

&

"%

以及算法达到终止精度时的
/R6

运行时间的对比结果(其中%第一列代表变量维数
#

9

%
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%第二列为算法终止
时达到的精度
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%后面几列分别表示采样次数
%

取
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%
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时
HAEAF@G

算法的数值实验结果(从表
$

中可
以看到%当达到相同的算法精度时%算法所需的迭代次数随着问题的维数增加而增加%对应的运行时间也明显增
加(对于两种不同问题维数情形%在达到相同算法精度时%算法所需要的迭代次数随着采样次数

%

的增加而减
少%但对应算法的运行时间会增加(其中对比采样次数

%]#

和
%]!"

时可以看到%虽
%]!"

时算法所需迭代
次数最少%但相应的算法运行时间是最多的)采样次数

%]#

时算法所需迭代次数虽最多%但相应的算法运行时
间是最少的(这表明

HAEAF@G

算法需要在采样次数和运算时间上进行权衡(
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结束语
本文提出了

HAEAF@G

算法求解凸
E

凹极小极大问题%并给出了算法的复杂度分析结果(最后%通过数值实
验验证了算法有效性(本文提出的零阶优化算法适用于目标函数的梯度难以获取或计算昂贵的情形(
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