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摘要#&目的'为了更高效的求解多目标优化问题%得到更有效的
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前沿面(&方法'通过引入非单调
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准则%得
到新的步长搜索方式%进而提出了多目标优化问题的非单调对角最速下降算法(&结果'在目标函数无凸性)梯度
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连续性和下有界假设下%证明了算法产生序列的每个聚点均是多目标优化问题的
F&,8:*

弱有效解%并在适当条
件下证明了算法的次线性收敛性(&结论'数值实验表明提出的算法目标函数值的平均值更小(

关键词#多目标优化*非单调线搜索*对角最速下降算法*
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近些年来%多目标优化理论与方法已广泛应用于经济)工业)交通等领域+
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,

%关于多目标优化研究发展十分
迅速+

)KC

,

(标量化方法常被用于求解无约束多目标优化问题%即将多目标优化问题转化成一个或者多个单目标
优化问题进行处理(但从数值计算的角度来看%标量化方法也存在一些不足(首先%标量化方法中几乎所有的
参数选择都可能导致无界的最优化问题+
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,

*其次%标量化方法的参数不是先验已知的%必须预先给定+
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,

*最后%在
非凸的情况下可能无法获得
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最优解+
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求解多目标优化问题的另一类思路就是直接发展求解多目标优化问题的算法(较早期的工作可以追溯到
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,将最速下降算法应用到直接求解多目标优化问题上%在目标函数凸性假设下%该算法的收
敛性得到保证*
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,的基础上通过引入偏序提出了多目标优化的最速下降方
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等人+
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,将牛顿算法应用于求解多目标优化问题%在目标函数二次可微条件下具有二阶收敛
性%能够快速求出多目标优化问题的局部有效解*
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年%
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等人+
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,提出了多目标优化问题的拟牛顿算法%该
算法近似了目标函数的

R8993&'

矩阵%同时避免了凸性假设*
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,针对无约束多目标优化
问题提出了加速对角最速下降算法%该算法主要利用一个对角矩阵近似每个目标函数的

R8993&'

矩阵%避免了二
阶连续可微和凸性假设(这些迭代方法都是从单目标优化算法发展而来%步长均由单调线搜索方法确定%且步
长的选择将使目标函数值在每一次迭代中都会减少%不会增加(

然而%在非单调的线搜索步长中可以允许函数值增加(文献+

$EK$C

,指出单目标优化的非单调线搜索可以提
高找到全局最优解的可能性(当非单调的线搜索方法应用于较复杂的单目标优化时%已经有较好的数值结
果+
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(此外%
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等人+
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,将非单调线搜索步长运用到多目标优化算法中*
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等人+

!OK!E

,提出了一些非单调
的梯度方法*
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等人+
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,提出了超线性收敛的非单调拟牛顿算法%以求解无约束的多目标优化
问题(

本文在
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等人研究工作基础上%提出了非单调对角最速下降算法%采用非单调的
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准则求解
下降方向(在目标函数连续可微及非凸假设下%证明了非单调对角最速下降算法产生的序列的每个聚点是多目
标优化问题的

F&,8:*

弱有效解(数值实验表明%本文提出的非单调对角最速下降算法在求解多目标线性优化模
型上%函数的平均值更低(
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超线性收敛的非单调对角最速下降算法
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下降方向的选择
考虑问题!
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! 是当前迭代点(对每一个目标函数
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都给出一个线性近似%搜索方向可以通过极
小化这些线性近似加上二次正则化项得到(因此%令
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本文对目标函数没有凸性假设%为了避免计算每个目标函数
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的
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矩阵%在每一次迭代中采用一个
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更新正则化参数
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的极大极小值问题%获得了搜索方向%并采用了类似于
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准则的方法来计算步长%虽然此方法在每一次迭
代之后函数值都会下降%但是找到全局最优解的可能性降低(基于上述的考虑%本文提出了非单调的对角最速
下降算法%此算法不需要函数值在每一次迭代之后都减少%在某些点函数值可以增加%提高了找到全局最优解的
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) 的更新迭代方式易知
#

)

'

%

)]$

%

!

%0是正定的%则有#

$

"对所有的
!

%

!

!

%

%

!

!

"

#

"

(

!

"下述
#

个表述是等价的#

&

"

!

不是
F&,8:*

临界点*

_

"

%

!

!

"

$

"

*

=

"

$

!

!

"

'

"

(

#

"函数
%

!

!

"是连续的(
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引理
#

!

点
!

%

!

! 是函数
#

的
F&,8:*

临界点当且仅当
%

!

!

"

]"

%或者等价为
$

!

!

"

]"

(

引理
)

!

算法
$

的每一次迭代
)

%都有
#

!

!

)

"

#

(

)

#

)

)

(

引理
O

!

针对算法
$

%如果
%

)

是函数
#

的非
F&,8:*

临界点%那么一定存在满足非单调
G,53

D

*

条件的
)

)

(

引理
E

!

假设采用了算法
$

%

!

#

0

!

0

%

&

"是
H3

I

9=03:J

连续的%即存在
3

是
H3

I

9=03:J

常数%使得对
!

)

和
!

)

[

!

)

)

$

+

"

$

!

!

)

"之间的任何数
!

%都有
!

#

0

!

!

"

\

!

#

0

!

!

)

"

#

3 !\!

)

%其中
)

)

#

+

(如果
)

)

满足非单调的
G,53

D

*

准则%则以下不等式成立#

)

)

)

53'

1

+

%+

!

+

!

$\

#

"$

3

,+

%

!

!

)

"$

$

!

!

)

"

!

,2( !

M

"

证明
!

$

"如果
)

)

)

+

%则!

M

"式显然成立(

!

"如果
)

)

$

+

%因为
2

)

是满足算法
$

中的最小非负整数%当
)

)

]

+

2

) 时%则由引理
)

有
#

!

!

)

"

#

(

)

%且#

#

0

+

!

)

[

)

)

$

!

!

)

"$

+

,

*

/

)

0

[

#)

)

%

!

!

)

"$

+

*

#

0

!

!

)

"

[

#)

)

%

!

!

)

"$

+

%

0

]$

%

!

%0%

"

( !

L

"

因为
!

#

0

!

0

%

&

"是
H3

I

9=03:J

连续的%可以得到#

#

0

+

!

)

-

!

)

)

$

+

"

$

!

!

)

",

+

#

0

!

!

)

"

'

!

)

)

$

+

"

!

#

0

!

!

)

"

W

$

!

!

)

"

-

,

)

)

$

+

"

+

!

#

0

!

!

)

-

4$

!

!

)

""

+

!

#

0

!

!

)

",

W

P4

#

!

)

)

$

+

"

%

!

!

)

"

-

3

)

!

)

$

!

!

)

"

!

$!

!

+

!

"%

0

'

$

%

!

%0%

"

(

结合上式和!

L

"式%有
3

)

)

$

!

!

)

"

!

$

!

)

!

$\

#

"

+

%

!

!

)

"(

综上所述%不等式!

M

"成立( 证毕
定理

$

!

!

F&,8:*

弱有效解的收敛性"假设
#

0

!

!

"!

0

%

&

"有下界%则存在
5

$

*

"

使得#

%

!

!

)

"

)

5

$

$

!

!

)

"

!

%

+

)]$

%

!

%

#

0% !

$"

"

由引理
E

知%算法
$

产生的任何序列1

!

)

2的极限点都是
#

的
F&,8:*

弱有效解(

证明
!

首先%对所有的
0

%

&

%令
,

]53'

1

#

+

%+

!

#

+

!

$\

#

"

5

$

,$

3

2%可以有#

#

0

!

!

)[$

"

#

/

)

0

\

,

%

!

!

)

"( !

$$

"

$

"使用非单调的
G,53

D

*

准则且
)

)

$

+

%有#

#

0

!

!

)[$

"

#

/

)

0

[

#)

)

%

!

!

)

"

]/

)

0

\

#

+

%

!

!

)

"%

0

]$

%

!

%0%

"

*

!

"使用非单调的
G,53

D

*

准则且
)

)

)

+

%由!

M

"式有#

)

)

)

+

!

+

!

$\

#

"$

3

,$+

%

!

!

"$

$

!

!

)

"

!

,(

根据!

E

"式可得#

#

0

!

!

)[$

"

#

/

)

0

\

+

!

#

+

!

$\

#

"$

3

,+

%

!

!

)

"

!

$

$

!

!

)

"

!

,%

0

%

&

*

最后%由!

$"

"式有#

#

0

!

!

)[$

"

#

/

)

0

\

+

!

#

+

!

$\

#

"

5

$

,

%

!

!

)

"$

3

%

0

]$

%

!

%0%

"

(

综上所述%!

$$

"式成立(

结合!

C

"式和!

$$

"式%有#

(

)[$

#

+

'

)

%

)

(

)

[(

)

\

,

%

!

!

)

"

*

,$

%

)[$

](

)

\

+

,

%

!

!

)

"

*

,$

%

)[$

%其中
*]

!

$

%0%

$

"

W

%

!

!

%因为
#

0

是有下界的%

0

]$

%

!

%0%

"

%且由引理
O

有
#

!

!

)

"

#

(

)

%对所有的
)

%可以得出
/

)

0

是有
下界的%综上可得#

(

-`

)

'

"

+

%

!

!

)

"$

%

!

!

)

-

$

",

$

`

( !

$E

"

假设由算法
$

所产生的序列1

!

)

2的极限点为
!

"

%则假设1

!

)

2的子列1

!

)

2

)

%

6

收敛到
!

"

%可得
%

!

!

"

"

]"

(

否则%假设
%

!

!

"

"

$

"

%则存在
(*

"

%

-

"

*

"

%对所有的
"

$-$-

"

和所有的
)

%

6

%当
!

)

\!

"

#-

时有
%

!

!

)

"

)

(*

"

(这意味着#

(

`

)

'

"

+

%

!

!

)

"$

1

)

-

$

,

)

(

)

%

1

)

%

6

7

!

)

+

!

"

$

-

2

!

(

$

1

)

-

$

"( !

$#

"

通过!

C

"式%再结合
1

"

]$

和
'

)

%

+

"

%

$

,%对每一个
)

都有#

1

)

-

$

'

$

-

(

)

$

'

"

-

$

8

'

"

'
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结合!
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"式和
'

5&X

$

$

有#

1

)

-

$

'

$

-

(

)

$

'

"

-

$

8

'

"

'

)

'

8 #

$

-

(

)

$

'

"

'

$

-

$

5&X #

(

-`

$

'

"

'

$

5&X

'

$

$!

$

+

'

5&X

"(所以由!

$#

"式有#

(

-`

)

'

"

+

%

!

!

)

"$

1

)

-

$

,

)

(

)

%

1

)

%

6

7

!

)

+

!

"

#

-

2

!

(

$

1

)

-

$

"

)

(

)

%

1

)

%

6

7

!

)

+

!

"

#

-

2

!

$

+

'

5&X

"

('-`

%

与!

$!

"式矛盾(

由引理
!

知
%

!

!

"

"

]"

%故
!

"是
#

!

!

"的
F&,8:*

弱有效解( 证毕
假设

$

!

函数
!

!

#

0

!

0

]$

%

!

%0%

"

"是一致连续的%对任意的
(*

"

%存在
-*

"

%对任意的
!

%

"

%

!

!

%当
"

\!

$-

时%有
!

9

!

0

!

"

"

\

!

9

!

0

!

!

"

$(

$

!

%

0

]$

%

!

%0%

"

(

假设
!

!

对任意
(*

"

%存在
6

"

%

"

%对任意的
)

)

6

"

%有#

+!

!

!

#

0

!

!

)

"

\

#

)

'

"

%

)

$

%

)

,

$(

$

!

%

0

]$

%

!

%0%

"

( !

$O

"

其中#1

%

)

2是由算法
$

产生的%1

#

)

'

2是由
#

的更新公式产生的(

定理
!

!

若假设
$

和假设
!

成立%1

!

)

2是由算法
$

所产生的序列%收敛到
!

"

%

!

#

0

!

!

"

"!

0

]$

%

!

%0%

"

"是正

定的%假设
(

-`

)

'

$

!

)

+

!

"

$

`

%

R8993&'

矩阵
!

!

#

0

!

!

"在
!

"这点是
H3

I

9=03:J

连续的%

0

]$

%

!

%0%

"

%即对任意
的

!\!

"

$(

%

3

0

是正常数%有
!

!

#

0

!

!

"

\

!

!

#

0

!

!

"

"

#

3

0

!\!
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%则有#
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`
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#
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%
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$

%

)

,
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%

0
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%

!

%0%

"

(

引理
C

!

假设1

!

)

2由算法
$

产生%

:

*

"

且为标量%对所有的
0

]$

%

!

%0%

"

和
)

%有
#

)

+

W

+

)

:

%

+

+

%

!

!

%

+ ]$

(或者等价地有
#

)

+

W

+

)

: +

!

%

+

+

%

!

!

(则有#

$

"

%

!

!

)

"

)

!

:

$

!

"

$

!

!

)

"

!

*

!

"

%

!
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)

"
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"

(

"

0

'
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!

0

!

#

0
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!
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"
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%
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0

)

"

%

0

'

$

%

!

%0%

"

%

(

"

0

'

$

!

0

'

$

(

命题
$

!

假设1

!

)

2是由算法
$

产生的有界序列%并且它的极限点是函数
#

的
F&,8:*

临界点%假设标量
:

*

"

%

对所有的
)

和
0

]$

%

!

%0%

"

%有
#

)

+

W

+

)

: +

!

%

+

+

%

!

!

(更进一步%有
-35

)
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[

`

%

!

!
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"
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%

-35

)
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`

$
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"

]"

(

定理
#

!

!局部超线性收敛性的充分条件"设1

!

)

2是由算法
$

所产生的有界序列%1

!

)

2的极限点
!

"是
#

的
F&,8:*

临界点%

:

*

"

且
:

是一个标量%故对任意的
)

和
0

]$

%

!

%0%

"

%有#

#

+

W

+

)

: +

!

%

+

+

%

!

!

(

且假设
$

和假设
!

成立%则当
)

)

]$

且
)

充分大时%序列1

!

)

2是局部超线性收敛到
F&,8:*

临界点
!

"

(

证明
!

首先由命题
$

知%存在充分大的
)

$

%

6

%对所有的
)

)

6

$

%存在
-*

"

和
(*

"

%这里取
(

$

:

$

$

%可得#

$

!

!

)

"

$

53'

1

-

%

(

2+

$\

!

(

$

:

",% !

$E

"

其次%存在充分大的
6

!

%

"

%对任意的
)

*

6

!
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)

)
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#

0
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!

)
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!

)
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"

[

!

#

0
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"

W
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#
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$

!
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)
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!

$

!

!

)
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对所有的
0

]$
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"
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C

和
%

!

%
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#

0
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!

)
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#

/
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!

!

)

"

[

!

$\

#

"

%

!

!

)

"

[;
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[
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+
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#
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结合!
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)

!

%

"
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)
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"
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!
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)

)
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!
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#
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/
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0

[
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!
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0
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(

因此%当
)

)
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时%非单调的
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D

*
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!

可得%对所有的
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"

%存在充分大的
6

#

%

"

%对所有
)

)

6

#
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"式成立(令
6

"
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1

6

$

%
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%
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#
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%令
)
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中#

!

0

!

!

)

"!

0
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%

!

%0%
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"是拉格朗日乘子%并且
!

0
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!

)

"
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%

(

"

0

'

$

!

0

!

!
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"

'
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%

0
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%
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(

因此由引理
C
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!
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"
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,
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"

定义#
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<

)
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#

)
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$
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杨春蓉%等#多目标优化问题的非单调对角最速下降算法
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