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摘要!#目的$讨论反散射问题的研究中起着关键作用的传输特征值问题%#方法$利用边界积分方程方法&研究了可穿透'
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用紧嵌入定理$证明另一种边界积分算子的紧性*最后$结合上述两种算子的性质$证明了阻抗
I

磁边界迹算子的
差算子是指数为

"

的
J,9K1*.6

算子且解析)

!

!

可穿透非磁非均匀介质反散射问题中的传输特征值问题
在可穿透非磁非均匀介质时谐电磁波散射理论研究中$需要考虑

%&GH9..

方程的传输特征值问题)如果
"

表示具有支集
#

#

"

#的非均匀介质在电磁散射理论中的折射率$则传输特征值问题可以表示为求解如下齐次问
题的特征值参数

!

#

#

!

!

_

!

_$ !̀

!

"

#

%

%

$V"

$在
#

内$ #

C

%

!

_

!

_& !̀

!

&V"

$在
#

内$ #

!

%

!

_$`

!

_&V"

$在
$

#

上$ #

#

%

!

_

!

_$`

!

_

!

_&V"

$在
$

#

上) #

(

%

式中!

"

%

"

且
"

&

C

为常数$

#

是有界的单连通区域$而且有连通补集
"

#

'

#

和足够光滑的边界
$

#

$

!

表示单位
外法向量$齐次问题存在非平凡解

$

$

&

#

'

!

#

#

%)

本文主要是利用阻抗
I

磁边界迹算子
!

!

$

"

对传输特征值进行表示$推导出一个积分方程)对任意场
(

#

#

$

定义
"

(aV

!

_

#

(_

!

%$它表示
(

在
$

#

上的切向轨迹)

因此$结合方程组#

C

%

"

#

(

%$定义阻抗
I

磁边界迹算子
!

!

$

"

!

)_

!("

#

!

_(

%$式中!

(

#

'

!

=+,.

!

#

#

%$

'

!

=+,.

!

#

#

%

aV

+

(

#

'

!

#

#

%!

!

_

!

_(

#

'

!

#

#

%$

!

,

(V"

-$并且
(

!

'

!

=+,.

!

#

#

%

V (

!

'

!

#

#

%

b

!

_

!

_(

!

'

!

#

#

%

$

(

满
足方程组!

!

_

!

_( !̀

!

"

#

%

%

(V"

$在
#

内$ #

$

%

!

_

!

_( 4̀

#"

(V)

$在
$

#

上) #

L

%

式中!

#%

"

为正的常数*根据向量格林积分定理可知
U9

#

!

%

%

"

$

B6

#

!

%

)

"

#假定
B6

#

!

%

*

"

$在阻抗边界条件下
用
#*

"

替代%)令
!

"

aV 槡! "

$

!

!

$

C

V

!

!

$

!

!

$

"

V

!

!

"

)

引理
!

!

!

是方程#

C

%

"

#

(

%的传输特征值的充分必要条件是算子
$

#

!

*

#

%

aV

!

!

$

C

`

!

!

$

"

的核是非平凡的)

换句话说$假如#

!

!

$

C

`

!

!

$

"

%

)V"

$则传输特征值函数
$

$

&

$即方程#

C

%

"

#

(

%的非平凡解是方程#

$

%&#

L

%中任意折
射率

"

和特殊折射率
"VC

的解)

证明
!

取任意折射率
"

时$

!

!

$

"

!

)_

!("

#

!

_(

%$满足方程#

$

%&#

L

%)

当
"VC

时$

!

!

$

C

!

)_

!("

#

!

_&

%$满足方程组!

!

_

!

_& !̀

!

&V"

$在
#

内$

!

_

!

_& 4̀

#"

&V)

$在
$

#

上) #

E

%

根据方程#

L

%&#

E

%可知!

!

_

!

_(V

!

_

!

_&b4

#

#

"

(`

"

&

%$在
$

#

上) #

O

%

再由
!

!

$

"

!

)_

!("

#

!

_(

%和
!

!

$

C

!

)_

!("

#

!

_&

%可知!

!

_(V

!

_&

$在
$

#

上$ #

N

%

将式#

N

%代入式#

O

%$可得
!

_

!

_(V

!

_

!

_&

$在
$

#

上)

所以$阻抗
I

磁边界迹算子以及方程组#

$

%&#

L

%与方程组#

C

%

"

#

(

%是等价的$进一步就可以应用阻抗
I

磁边界
迹算子和方程组#

$

%&#

L

%去研究传输特征值问题) 证毕
使用边界积分算子来表征阻抗

I

磁边界迹算子$则需要引入单层势算子
!

!

!

#

!

!

%

%#

%

%

*+

!

+

$

#

%

#

,

%

&

!

#

%

$

,

%

K-

#

,

%$

%

#

"

#

'$

#

$

式中!

&

!

#

%

$

,

%

V

C

(

#

9

4! %`

,

%`

,

$

%

&

,

$在
"

# 中)若
$

#

是
.

!

$

C 光滑$线性算子
!

!

!

/

-`

#

C

"

!

%

#

$

#

%

(

/

-bC

#

#

%在

C̀

,

:

,

!

上有界'

!C

(

)进一步定义
!

!

在
$

#

上的迹
0

!

和它的法向导数
1

2

!

!

#

0

!

%

%#

%

%

*+

!

+

$

#

%

#

,

%

&

#

%

$

,

%

K-

#

,

%$

%

#$

#

*#

1

2

!

%

%#

%

%

aV!

+

$

#

%

#

,

%

$

$!

%

&

#

%

$

,

%

K-

#

,

%$

%

#$

#

)

$CC

第
#

期
!!!!!!!!!!!!

吴雪娇&等)阻抗边界条件下
%&GH9..

方程的传输特征值问题
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`C

"

!

#

$

#

%

(

'

!

=+,.

!

#

#

%有界$通过对偶论证$

可以将在
$

#

上的跳跃关系扩展到密度
4

#

/

`C

"

!

3

#

$

#

%的情况$具体引理如下)

引理
$

'

C(

(

!

(V

!

_

!

!

4

!

/

`C

"

!

3

#

$

#

%

(

'

!

=+,.

!

#

#

%$密度
4

#

/

`C

"

!

3

#

$

#

%$边界迹分别为!

!

_

"

(

c

V8

!

4

-

4

#

/

`C

"

!

3

#

$

#

%$

"

#

!

_(

%

V:

!

4

#

/

`#

"

!

#

$

#

%) #

C!

%

式中!有界线性紧算子
8

!

!

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%$有界线性算子
:

!

!

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%$分别由式
#

C"

%&#

CC

%给出#算子的下标1

`

2表示从
#

的内部靠近边界
$

#

*算子的下标1

b

2表示从
#

的外部靠近边界
$

#

%)

$

!

阻抗
%

磁边界迹算子的相关性质
定理

!

!

阻抗边界条件下
%&GH9..

方程#

$

%

"

#

L

%有唯一解)

证明
!

为了证明
%&GH9..

方程#

$

%

"

#

L

%的唯一性$假设
(

是阻抗问题
)V"

的解$由式#

L

%可知$齐次边界条
件!

!

_

!

_(V4

#"

(

#

/

`#

"

!

3

#

$

#

%$因此$通过文献'

C(

(的定理
#?!

中
5V"

$结合文献'

C(

(中引理
#?(

以及对偶
空间定义可知$

(

#

/

!

#

#

%$根据第一向量格林积分定理!

+

#

#

(

,

$

6

=

!

9

(

,!

9

6

=

!,

(

!,

6

%

K%

+

+

$

#

#

!

9

(

,!

9

6

=

!

,

(

!,

6

%

K-

$

令
(V6

$有!

+

#

#

(

,

$

6

=

!

9

(

,!

9

6

=

!,

(

!,

6

%

K%

+

+

$

#

#

!

9

(
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9

6

=

!

,

(

!,

6

%

K-

$

+

#

#

(

,

$

(

=

!

9

(
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9

(

%

K%

+

+

$

#

#

!

9

(

,!

9

(

%
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+

+

#

+

!

9

(

!

<

!

!

(

!

-

K%

)

+

$

#

#

!9

(

,!

9

(

%

K-

+<

+

$

#

#

!

9

!

9

(

,

(

%

K-

+<

+

$

#

#

4

#"

(

,

(

%

K-

+

+

$

#

#

4

#"

(

,

(

%

K-

+

4

#

+

$

#

#

"

(

!

%
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+

4

#

+

$

#

#

"

(

,

"

(

%

K-
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可得
+

#

+

!

9

(

!

<

!

!

(

!

-

K%

+

4

#

+

$

#

#

"

(

,

"

(

%

K-

$因此
"

(V"

在
$

#

上$根据
!

_

!

_(V4

#"

(V"

在
$

#

上$

依据
<;,&;;*-I01+

公式'

!!

(

$得到
(V"

在
#

内$根据引理
!

可知解的形式!

(V

!

_

!

!

4

$ #

C#

%

密度
4

#

/

`C

"

!

3

#

$

#

%$显然$由
S9.6*1*;T

方程可得
(

满足式#

$

%$并且
(

#

'

!

=+,.

!

#

#

%)根据引理
!

$若积分方程
'

:

!

b4

#

#

8

!

"̀

%(

4V!)_

!

有解$其中
"

表示单位矩阵$则满足边界条件#

L

%$令
>

!

V:

!

b4

#

#

8

!

"̀

%$由
8

!

的紧性&

8

"

"̀

为单射'

!#

(以及
:

!

的有界性可知
>

!

为单射$则该积分方程的解就是阻抗边界条件的唯一解$意
味着

>

!

4V"

的解
4

$使得式#

C#

%中定义的
(V"

在
#

内$根据式#

C!

%以及
"

(V"

$则
!

_(

b

V"

在
$

#

上$由完
美导体外边值问题的唯一性$在

"

#

'

#

上
(V"

$综上所述
4V"

)

根据前面的定义$当
-V"

时$映射
8

!

!

/

`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

`C

"

!

3

#

$

#

%为线性紧算子$映射
:

!

!

/

`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

`#

"

!

3

#

$

#

%有界线性算子$根据后者的对偶等式定义可知
:

!

!

/

`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

#

"

!

3

#

$

#

%有界$应用紧嵌入定理$则
:

!

!

/

`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

`C

"

!

3

#

$

#

%为紧算子$最后根据
U49:T

定理$

>

!

!

/

`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

`C

"

!

3

#

$

#

%为紧算子$

>

`C

!

存在
且有界$

>

!

为双射$则积分方程的解存在$故式#

$

%&#

L

%的解唯一得证) 证毕
引理

&

!

如果
$

#

是
.

!

$

C类的$映射'

:

!

b4

#

#

8

!

"̀

%(

C̀

!

/

-̀ C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

-̀ C

"

!

3

#

$

#

%和'

:

!

"

b4

#

#

8

!

"
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%(

C̀

!

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%#

"

,

-

,

!

%存在且有界)

证明
!

主要以'

:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%(

`C为例进行证明)

已知算子
8

!

"

是̀
C

阶伪微分算子$

:

!

"

是
C

阶伪微分算子$且
8

!

"

在
/

-`C

"

!

3

#

$

#

%上为紧算子$

:

!

"

在
/

-`C

"

!

3

#

$

#

%上为有界算子$因此$映射
:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%!

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%是指数为
"

的
J,9K1*.6

算
子)要想证明算子'

:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%(

`C

!

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

-`C

"

!

3

#

$

#

%#

"

,

-

,

!

%存在且有界$即证算子
:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%在
/

-`C

"

!

3

#

$

#

%的核是平凡的即可)因此$取
-V"

时$假设密度
4

#

/

`C

"

!

3

#

$

#

%是
:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%的
核$且

(V

!

_

!

!

"

4

满足向量
S9.61*.;T

方程$

(

#

'

!

=+,.

!

#

#

%$且满足方程!

!

_

!

_( 4̀

#"

(V"

$在
$

#

上)

由第一向量格林积分定理可知$如果
U9

#

!

%

%

"

$

B6

#

!

%

)

"

$则
(V"

在
#

中*由完美导体外边值问题的唯一性$

在
"

#

'

#

上
(V"

$得到
4V"

$即
:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%的核在
/

`C

"

!

3

#

$

#

%是平凡的)由此$在对偶系统中利用
J,9K1*.6

变换'

!(

(

$得到当
"

,

-

,

!

时$算子
:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%的核在
/

-`C

"

!

3

#

$

#

%中也是平凡的)同理$算子
'

:

!

b4

#

#

8

!

"̀

%(

`C的核在
/

-`C

"

!

3

#

$

#

%中也是平凡的) 证毕
进一步考虑纯虚数

!V4

$

#

V4

情况下的阻抗边值问题$边界条件为
!

_

!

_(b

"

(V)

$在
$

#

上)由引理
C

可知$

!

是传输特征值的充分必要条件是算子
$

#

!

*

#

%

aV

!

!

$

C

`

!

!

$

"

的核是非平凡的)

通过以上分析$可以用边界积分算子表示阻抗
I

磁边界迹算子$即!

!

!

V:

!

'

:

!

b4

#

#

8

!

"̀

%(

`C

$

!

!

"

V:

!

"

'

:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%(

`C

)

进一步分析阻抗
I

磁边界迹算子关于
!

$

!

"

的差!

$

#

!

*

#

%

aV:

!

>

`C

!

`:

!

"

>

`C

!

"

V:

!

'

:

!

b4

#

#

8

!

"̀

%(

`C

`:

!

"

'

:

!

"

b4

#

#

8

!

"

"̀

%(

`C

)

于是$有以下正则性结论)

引理
'

!

线性算子
4

!!

_

!

!

>

C̀

!

4`

!

_

!

!

"

>

C̀

!

"

4

$从
/

C̀

"

!

3

#

$

#

%映射到
/

!

#

#

%$算子
$

#

!

*

#

%!

/

C̀

"

!

3

#

$

#

%

(

/

C

"

!

3

#

$

#

%$且两个算子均有界)

证明
!

设
4

#

/

`C

"

!

3

#

$

#

%$

$

#

!

*

#

%

4

是
!

_(

在边界上的切向轨迹$令
(V

!

_

!

!

>

`C

!

4`

!

_

!

!

"

>

`C

!

"

4

$利用
引理

!

$

"

#

!

_(

%

#

/

`#

"

!

#

$

#

%$有
$

#

!

*

#

%

4V

"

#

!

_(

%

V:

!

>

`C

!

4`:

!

"

>

`C

!

"

4

$则映射
4
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#

!

_(

%是从
/

`C

"

!

3

#

$

#

%到
/

`#

"

!

3

#

$

#

%$且!

!

_

!

_(V!

!

!

_

!

!

>

`C

!

4 !̀

!

"

!

_

!

!

"

>

`C

!

"

4

$

式中!

>

!

!

/

`C

"

!

3

#

$

#

%

(

/

`C

"

!

3

#

$

#

%为紧算子$

!

!

!

/

`C

"

!

#

$

#

%

(

/

C

#

#

%在
-V"

时有界$显然
(

#

'

!

=+,.

!

#

#

%$且
(

满足边界条件!

!

_

!

_( 4̀

#"

(V"

$在
$

#

上)

式中!

!

_

!

_(

#

/

`#

"

!

3

#

$

#

%)根据对偶等式定义$则映射
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_

!
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是从
/
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"

!

3

#

$

#

%

(

/
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#

$

#

%$在文献
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'

C(

(的定理
#?!

及引理
#?(

中取
5V"

时$则
(

#

/

!

#

#

%$由引理
#

可知!

'

:

!

b4

#

#
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/
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/
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"

!

3

#
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:
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/
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/
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所以
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(
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!
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!
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%

(

/

!

#

#

%为有界线性映射$

(

#
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#
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"

#

!
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%

#

/

C

#

#

%)最
后根据迹定理$

$

#

!

*

#

%是
!
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在边界上的切向轨迹$所以$线性算子
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#
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/
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!

3

#

$

#

%

(

/

C

"

!
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#
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%有界) 证毕
定理
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对任意的
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%
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/
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