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摘要"在矩阵半张量积理论框架下#研究布尔控制网络关于任意输入的能达性$能观性和能检性问题%首先研究在任意输
入下布尔控制网络的能达性#提出任意输入下的能达性和集能达性定义#并构造检验系统在任意输入下能达!集能达"的
能达性矩阵!集能达性矩阵"%其次#应用任意输入下集能达性的研究结果#研究布尔控制网络在任意输入下的能观性和
能检性问题#获得这两个问题可解的充分必要条件%最后#给出两个例子验证所得理论结果的有效性%

关键词"能达性&能观性&能检性&布尔控制网络&任意输入
中图分类号"

A!##

文献标志码"

F
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文章编号"
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")H"""GH"I

基因调控网络在系统生物学中发挥着至关重要的作用'许多模型$包括常微分方程和偏微分方程(贝叶斯
网络和布尔网络$可以用来模拟复杂的基因调控网络)

CH#

*

'其中$布尔网络已被证明是建模(评估和模拟基因调
控网络的有力工具)

)HJ

*

'布尔网络最早由
K-&..5-,

于
CIGI

年引入)

C

*

$其中的每个基因都由一个布尔变量#激
活"非激活!

C

"

"

&表征$每个节点的进化由逻辑运算符组成的逻辑函数决定'此外$由于外部输入会影响基因调
控网络的动力学和输出$因此将布尔网络扩展到布尔控制网络以模拟这些外部输入)

G

*

'

/08,

1

等人)

$

*建立了基于矩阵的半张量积的布尔网络"布尔控制网络的代数表示法$这使得布尔网络和布
尔控制网络的经典控制理论问题的描述和解决变得相对容易'因此$布尔网络和布尔控制网络控制理论中的许
多基本问题都得到了很好的研究$如能控性和能观性)

EHCG

*

(最优控制)

C$HCE

*

(稳定性和稳定化)

CIH!J

*

(系统分解)

!GH!I

*

(

解耦)

#"H#)

*

(输出调节)

#J

*

(同步)

#GH#$

*和状态空间)

#EH#I

*

'

布尔控制网络的能控性和能观性是近些年来在矩阵半张量积框架下被广泛研究的两个基本问题)

EHCG

$

)"H))

*

'

例如$在文献)

E

*中$提出了一个能控性矩阵$布尔控制网络的能控性可以通过检查能控性矩阵来确定'在文献
)

)C

*中$通过应用
L8++*,HM+*N8,3&9

理论研究了固定时间能控性'在文献)

C)

*中$讨论了能观性的
)

个定义$并
首次揭示了它们之间的关系'能检性是一个用来描述状态估计的概念$它比能观性要弱'对于布尔网络来说$

能检性和可重构性具有相同的含义'在文献)

C!

$

)JH)G

*中提出了布尔网络能检性的必要充分条件'

尽管在布尔控制网络的能控性(能观性和能检性方面得到了许多有趣的结果$但在上述结果中$布尔控制网
络的关于任意输入的能达性(能观性和能检性还没有被充分考虑'由于干扰在实际的基因调控网络中经常遇
到$例如环境变化可以被认为是现实中经常发生的一种外部干扰$而外部干扰常常会损害系统的性能%因此研究
布尔控制网络关于任意输入的能达性(能观性和能检性具有重要的理论意义$这也正是本文考虑的主要问题'

另外$众所周知$对于传统的控制系统$能观性与能控性对偶'而对于布尔控制网络来说$能控性和能观性之间
的对偶关系还没有被发现'最近$有人提出了集合能控性的概念并用以处理布尔控制网络的能观性问题$且在
文献)

CC

*中揭示了能观性和能控性之间的一些关系'一个有趣的问题是$对于布尔控制网络$任意输入下的能
达性和能观性之间的关系是什么'本文利用文献)

CC

*中的观点为这个问题提供了一个结果'

基于上述动机$本文研究布尔网络在任意输入下的能达性(能观性和能检性$主要贡献如下!

C

&针对布尔控
制网络$提出了任意输入的能达性和集合能达性的定义$构建了任意输入的能达性矩阵和集合能达性矩阵$以检
验任意输入下的布尔控制网络的能达性和集合能达性'

!

&将所获得的关于任意输入的集合能达性结果应用于
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#

个方面$即布尔控制网络的输出能达性(能观性#文献)

C)

*中的最强能观性&和强能检性$并给出了它们的必要
条件和充分条件'

本文第
C

节介绍了一些基本知识$如记号(布尔控制网络的代数形式和一些必要的定义%第
!

(

#

节研究了布
尔控制网络任意输入下的能达性(能观性和能检性%第

)

节举例说明获得的理论结果%第
J

节对全文进行小结'

!

!

基础知识
本文使用如下记号!

!

表示集合
!

中元素的个数%

!

表示集合
!

在集合
"

中的补集$即
!Z"

#

!

$其中
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$

$
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+
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$

#\C
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-$其中
#
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为整数%

"
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维的实矩阵集合%
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!
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!

的
第
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列%

/*'
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!

&表示矩阵
!

的列构成的集合%

!

(

表示
(H

维列向量且每个元素为
C

%
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'
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表示单位矩阵
"

(

的第
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!

$

!
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& 为
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维布尔向量构成的集合%

!
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为
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维布尔矩阵集合%
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被称为是一个逻辑矩阵%#
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表示布尔
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定义
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设
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"
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$令
#

Z'=5

#

&

$

*

&为
&

和
*

的最小公倍数'则矩阵
!

和
$

的矩阵半张量
积定义为

!

)

]$Z

#
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"

#
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*

&$其中
*

为
K+*,8=Y8+

积'

如果
&Z

*

$那么矩阵半张量积退化为传统矩阵乘法'本文为了简化书写$记
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将布尔变量
%

&

!

与逻辑向量
&

&"

!

做如下等价!

%ZC

"

&Z

!

C

!

和
%Z"

"

&Z

!

!

!

'令
&

'

逻辑变量
%

'

的向
量形式$即

%

'

"

&

'

$

'ZC

$

!

$,$
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$则
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#

%
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$

%
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$,$
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&

&

O

&

!

& 和
&

)

]

&

'ZC

&

'

&"

!

&

之间存在一一对应'

一般的控制布尔网络如下!
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其中!
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)
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*

O

&

!

%

$

)Z

)

)

C

$

)

!

$,$

)

*

*

O

&

!

* 分别表示系统的状态向
量(输入向量和输出向量'此外$

'

Z

)

2

C

$

2

!

$,$

2

&

*

O

&

!

&\%

,

!
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$

*Z

)

3

C

$

3

!

$,$

3

*

*

O

&

!

&

,

!

* 分别表示系
统的状态映射和输出映射'令

&Z

)

]

&

'ZC

&

'

$
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)
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'ZC

+
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,

Z
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]

*

'ZC

,

'

$其中
%
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"

&

'

$

(

'

"

+

'

$

)

'

"

,

'

'利用矩阵半
张量积的性质$参考文献)

$

*的方法$布尔控制网络#

C

&可以表示为如下代数形式!

&

#

1\C

&

Z#+

#

1

&

&

#

1

&$

,

#

1

&

Z-&

#

1

&'

+

#

!

&

其中!
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!

&

]!

&\%

$

-

&
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!

*
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定义
#

)

$

*

!

考虑布尔控制网络#

!

&$则!

C

&称
&

4

是从
&

"

能控的$如果存在
5

和控制序列+

+

#

1

&-

5^C

1Z"

$使得
&

#

"

&

Z&

"

$

&

#

5

&

Z&

4

'

!

&称系统#

!

&在
&

"

处是能控的$如果对任意的
&

4

&"

!

&

$

&

4

是从
&

"

能控的'

#

&称系统#

!

&是能控的$如果对任意的
&

&"

!

&

$系统#

!

&在
&

处是能控的'

令
.

(

Z

#

#

)

]

!

!

!

%

&

#

(

&和
.

-

#

!

&

(

!

&

(

-

C

.

(

$它们分别被称为是
(H

步能控性矩阵和能控性矩阵)
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引理
!

)

E

*

!

考虑布尔控制网络#

!
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第
)
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李一峰#等'布尔控制网络关于任意输入的能达性$能观性和能检性
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!

'

!

&

是从
&

"

Z

!

,

!

&

能控的当且仅当
.

'

,

ZC

'

!

&系统#

!

&在
&

"

Z

!

,

!

&

处是能控的当且仅当
/*'

,

#

.

&

Z!

!

&

'

#

&系统#

!

&是能控的当且仅当
.Z!

!

&

]!

!

&

'

定义
$

)

!C

*

!

一个子集
#

'"

!

&

被称为是布尔控制网络#

!

&的控制不变子集$如果对任意的
&

"

&

#

$存在一个
控制序列+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$使得
&

#

1

&

&

#

$

-

1

.

"

'

特别地$若
#

'

$

$则称
#

是
$

中的控制不变子集'显然$

$

中的任意两个控制不变子集的并集仍是控制
不变子集'

$

所有的控制不变子集的并集称为
$

中的最大控制不变子集$记为
6

7

#

$

&'

引理
#

)

!C

*

!

考虑布尔控制网络#

!

&'设
$

'"

!

&

$

+

Z

$

'定义
"

'

[Z"

'̂ C

)

]

!

.

C

)

]

!

"

"

$

'ZC

$

!
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+

$

其中!
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&
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&

&
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!
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&
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!

&
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$
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$则
6

7

#

$

&

Z

+
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,

!

&
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!
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!
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!

布尔控制网络关于任意输入的能达性
这一节中研究了布尔控制网络的能达性(集合能达性和输出能达性$并得到了它们的必要和充分条件'

定义
&

!

考虑布尔控制网络#

!

&'

C

&

&

4

&"

!

&

称为是从
&

"

&"

!

&

关于任意输入强能达的$如果对于
&

#

"

&

Z&

"

$存在一个整数
5

$使得对任意的
输入序列+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$有
&

#

5

&

Z&

4

'

!

&布尔控制网络#

!

&称为是在
&

"

&"

!

&

关于任意输入强能达的$如果对于任意的
&

4

&"

!

&

$

&

4

是从
&

"

关于
任意输入强能达的'

#

&布尔控制网络#

!

&称为是关于任意输入强能达的$如果对任意的
&

"

&"

!

&

$系统是在
&

"

处关于任意输入
强能达的'

定义如下
(H

步关于任意输入的强能达矩阵
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(

&
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!

&

!
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!

&

$否则+

$其中
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( 是
(H

步能

控性矩阵%关于任意输入的强能达矩阵
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&
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-
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%

(
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定理
!

!

考虑布尔控制网络#

!
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C

&

&

4

Z

!

'

!
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是从
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"

Z

!

,

!

&

关于任意输入强能达的当且仅当#

%

&

'

,

ZC

'

!

&布尔控制网络#

!

&是在
&

"

Z

!

,

!

&

关于任意输入强能达的当且仅当
/*'

,

#

%

&

Z!

!

&

'

#

&布尔控制网络#

!

&是关于任意输入强能达的当且仅当
%
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!

&
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证明
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&因为#
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#

!

&

(

!

&

(

-

C

%

(

# &

$#

%

&

'

,

ZC

当且仅当
3

(

"

&

)

C

$

!

&

*$使得#

%

(

"

&

'

,

ZC

$即
/*'

,

#

%

(

"

&

Z

!

'

!

&

'

由
%

(

"的定义可知$

/*'

,

#

%

(

"

&

Z

!

'

!

&

4

/*'

,

#

.

(

"

&

Z

!

'

!

&

'因此$#

%

&

'

,

ZC

当且仅当
3

(

"

&

)

C

$

!

&

*$使得
/*'

,

#

.

(

"

&

Z

!

'

!

&

'下面只需要证明!

&

4

Z

!

'

!

&

是从
&

"

Z

!

,

!

&

任意输入下强能达的当且仅当
3

(

"

&

)

C

$

!

&

*$使得
/*'

,

#

.

(

"

&

Z

!

'

!

&

'

#必要性&如果
&

4

Z

!

'

!

&

是从
&

"

Z

!

,

!

&

任意输入下强能达的$则存在一个整数
5

$使得对任意的+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

有
&

#

5

&

Z

!

'

!

&

'根据引理
C

有
/*'

,

#

.

5

&

Z

!

'

!

&

'令
(

"

Z5

$则有
/*'

,

#

.

(

"

&

Z

!

'

!

&

'

#充分性&假设存在
(

"

$使得
/*'

,

#

.

(

"

&

Z

!

'

!

&

'则根据引理
C

$对于
&

"

Z

!

,

!

&

$对任意的+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$有
&

#

(

"

&

Z

!

,

!

&

'令
5Z(

"

$则有
&

4

Z

!

'

!

&

$是从
&

"

Z

!

,

!

&

任意输入下强能达的'

!

&根据定义
)

$布尔控制网络#

!

&在
&

"

Z

!

,

!

&

处是关于任意输入强能达的$对任意的
&

4

Z

!

'

!

&

是从
&

"

Z

!

,

!

&

任
意输入下强能达的'根据

C

&和
'

的任意性$则有
/*'

,

#

.

4

&

Z!

!

&

'

#

&布尔控制网络#

!

&是关于任意输入强能达的$即对任意的
&

"

Z

!

,

!

&

$布尔控制网络#

!

&在
&

"

处是关于任意
输入强能达的'根据

!

&和
,

的任意性$则有
%

Z!

!

&

]!

!

&

' 证毕
定理

C

是从单个状态的角度研究布尔控制网络#

!

&在任意输入下的能达性'考虑到日常实践中$

!

个集族关

E
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于任意输入的能达性更具有实际意义$下面研究带有初始集族和目标集族的布尔控制网络关于任意输入的能达
性'受状态间在任意输入下的能达性的启发$下面研究带有初始集族和目标集族的布尔控制网络关于任意输入
下的能达性'

定义
'

!

考虑带有初始集族
8

"

Z

+

!

"

C

$,$

!

"

#

-和目标集族
8

4

Z

+

!

4

C

$,$

!

4

$

-的布尔控制网络#

!

&$其中
!

"

,

$

!

4

'

'"

!

&

$

,

&

)

C

$

#

*$

'

&

)

C

$

$

*'则有!

C

&

!

4

'

&

8

4 称为是从
!

"

,

&

8

"关于任意输入集能达的$如果对于任意的输入序列+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$

&

"

&

!

"

,

和
&

4

&

!

4

'

$使得
&

#

"

&

Z&

"

$

&

#

5

&

Z&

4

'

!

&布尔控制网络#

!

&称为是在
!

"

,

关于任意输入集能达的$如果对任意的
!

4

'

&

8

4

$

!

4

'

是从
!

"

,

关于任意输入
能达的'

#

&布尔控制网络#

!

&称为关于任意输入集能达的$如果对于任意的
!

"

,

&

8

"

$系统是在
!

"

,

关于任意输入能
达的'

对于
!

'"

!

&

$

!

的指标向量定义如下!

/

#

!

&

-

#

!

&

(

&

&

!

&

'考虑初始集族
8

"

Z

+

!

"

C

$,$

!

"

#

-和目标集族
8

4

Z

+

!

4

C

$,$

!

4

$

-$初始指标矩阵定义为
0

"

Z

)

/

#

!

"

C

&

!

,

!

/

#

!

"

#

&*$目标指数矩阵为
0

4

Z

)

/

#

!

4

C

&

!

,

!

/

#

!

4

$

&*'

下面的定理考虑如下情况!对任意的
!

"

,

&

8

"

$

!

"

,

&

+

!

,

!

&

-'定义!

%

!

[Z

)

/

#

6

9

#

!

4

C

&& ,

/

#

6

9

#

!

4

$

&&

*

O

)

/

#

!

"

C

&

!

,

!

/

#

!

"

#

&*

&

!

$

]

#

'

定理
#

!

考虑带有初始集族
8

"

Z

+

!

"

C

$,$

!

"

#

-和目标集族
8

4

Z

+

!

4

C

$,$

!

4

$

-的布尔控制网络#

!

&$其中
!

"

,

$

!

4

'

'"

!

&

$

,

&

)

C

$

#

*$

'

&

)

C

$

$

*'则有!

C

&

!

4

'

&

8

4 是从
!

"

,

&

8

"关于任意输入是集能达的当且仅当#

%

!

&

'

,

Z%

'

!

&布尔控制网络#

!

&是在
!

"

,

关于任意输入集能达的当且仅当
/*'

,

#

%

!

&

Z%

$

'

#

&布尔控制网络#

!

&是关于任意输入集能达的当且仅当
%

!

Z%

$

]

#

'

证明
!

C

&利用反证法证明'假设
!

4

'

不是从
!

"

,

&

8

" 关于任意输入是集能达的$即存在+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$使得
&

#

1

%

!

,

!

&

&

&

!

4

:

$

-

1

.

"

$根据定义
#

有$

!

,

!

&

&

6

9

#

!

4

:

&'因此$

!

4

'

不是从
!

"

,

&

8

"关于任意输入是集能达的当且仅
当
!

,

!

&

&

6

9

#

!

4

:

&'且由于
/

#

!

"

,

&

Z

!

,

!

&

$

/

#

6

9

#

!

4

:

&&

Z

(

&

&

6

9

#

!

4

:

&

&

$则有!

!

,

!

&

&

6

9

#

!

4

:

&

4

#

/

#

6

9

#

!

4

:

&&&

O

/

#

!

"

,

&

Z!

'

因此$

!

4

'

&

8

4 是从
!

"

,

&

8

"关于任意输入是集能达的当且仅当#

/

#

6

9

#

!

4

:

&&&

O

/

#

!

"

,

&

Z%

$即#

%

!

&

'

,

Z%

'

!

&由定义
J

可知$布尔控制网络#

!

&是在
!

"

,

处关于任意输入集能达的$即是对于任意的
!

4

'

&

8

4

$

!

4

'

是从
!

"

,

关于任意输入集能达的'根据
C

&和
'

的任意性$则有
/*'

,

#

%

!

&

Z%

$

'

#

&布尔控制网络
!

&是关于任意输入集能达的$即任意的
!

"

,

&

8

"

$布尔控制网络#

!

&是在
!

"

,

处关于任意输
入集能达的'根据

!

&和
,

的任意性$

%

!

Z%

$

]

#

' 证毕
定义

(

!

布尔控制网络#

!

&称为关于任意输入是输出能达的$如果对任意的
&

"

&"

!

&

$

,

4

&"

!

&

$对任意的
+

+

#

1

&-

\

_

1Z

"

$存在一个整数
5

$使得
&

#

"

&

Z&

"

$

-&

#

5

%

&

"

&

Z

,

4

'

定理
$

!

给定
8

"

Z

+

!

"

C

$,$

!

"

!

&

-$

8

4

Z

+

!

4

C

$,$

!

4

!

*

-$其中
!

4

'

Z

+

&

&"

!

&

-&Z

!

'

!

*

-$

'ZC

$,$

!

*

%

!

"

,

Z

+

!

,

!

&

-$

,

ZC

$,$

!

&

'布尔控制网络#

!

&关于任意输入是输出能达的当且仅当布尔控制网络#

!

&是关于任意输入从
8

"到
8

4 是集能达的'

证明
!

#充分性&如果
8

4 是从
8

" 关于任意输入是集能达的$即对任意的+

!

,

!

&

-

&

8

"

$

!

4

'

&

8

4

$对任意的
+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
&

#

"

&

Z

!

,

!

&

$

&

#

5

&

&

!

4

'

'

由
!

4

'

Z

+

&

&"

!

&

-&Z

!

'

!

*

-有!

&

#

5

&

&

!

4

'

4

-&

#

5

&

Z

!

'

!

*

'

因此$对任意的
&

"

Z

!

,

!

&

&"

!

&

$

,

4

Z

!

'

!

*

&"

!

&

$对任意的输入+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
&

#

"

&

Z&

"

$

-&

#

5

&

Z

,

4

'即布尔控制网络#

!

&关于任意输入是输出能达的'

#必要性&如果布尔控制网络#

!

&关于任意输入是输出能达的$即对任意的
&

"

Z

!

,

!

&

&"

!

&

$

,

4

Z

!

'

!

*

&"

!

&

$对

I

第
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任意的输入序列+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
-&

#

5

&

Z

,

4

'由
!

4

'

的构建可知$

&

#

5

&

&

!

4

'

'因此$对任意的
+

!

,

!

&

-

&

8

"

$

!

4

'

&

8

4

$对任意的+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
&

#

"

&

Z

!

,

!

&

$

&

#

5

&

&

!

4

'

'即布尔控制网络#

!

&是关
于任意输入从

8

"到
8

4 是集能达的' 证毕
推论

!

!

给定
8

"

Z

+

!

"

C

$,$

!

"

!

&

-$

8

4

Z

+

!

4

C

$,$

!

4

!

*

-$其中
!

4

'

Z

+

&

&"

!

&

-&Z

!

'

!

*

-$

'ZC

$,$

!

*

$

!

"

,

Z

+

!

,

!

&

-$

,

ZC

$,$

!

&

'布尔控制网络#

!

&关于任意输入是输出能达的当且仅当
-

'

&

)

C

$

!

*

*$

6

9

#

!

4

:

&

Z

5

'

证明
!

根据定理
#

$布尔控制网络#

!

&关于任意输入是输出能达的当且仅当布尔控制网络#

!

&是关于任意输
入从

8

"到
8

4 是集能达的$根据定理
!

$有
%

!

Z%

!

*

]!

&

$且由!

%

!

Z

)

/

#

6

9

#

!

4

C

&& ,

/

#

6

9

#

!

4

!

*

&&

*

O

)

/

#

!

"

C

& ,

/

#

!

"

!

&

&

*

Z

)

/

#

6

9

#

!

4

C

&& ,

/

#

6

9

#

!

4

!

*

&&

*

O

)

!

C

!

&

,

!

!

&

!

&

*

Z

)

/

#

6

9

#

!

4

C

&& ,

/

#

6

9

#

!

4

!

*

&&

*

O

'

则有)

/

#

6

9

#

!

4

C

&& ,

/

#

6

9

#

!

4

!

*

&&

*

Z%

!

&

]!

*

$进而有
-

'

&

)

C

$

!

*

*$

6

9

#

!

4

:

&

Z

5

' 证毕

$

!

布尔控制网络关于任意输入的能观性和能检性
本节根据上一节得到的关于任意输入下的集能达结果$考虑布尔控制网络关于任意输入的能观性(能检性

问题$首先介绍布尔控制网络关于任意输入的能观性(能检性的定义'

定义
)

)

C)

*

!

布尔控制网络#

!

&称为是能观的$如果对任意的
&

"

$

1

"

&"

!

&

$其中
&

"

+

1

"

$对任意的输入序列
+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
,

#

5

%

&

"

&

+

,

"

#

5

%

1

"

&'

定义
*

)

)G

*

!

布尔控制网络#

!

&称为是强能检的$如果对任意的
&

"

$

1

"

&"

!

&

$其中
&

"

+

1

"

$对任意的输入序列
+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
,

#

5

%

&

"

&

+

,

"

#

5

%

1

"

&或
&

#

5

%

&

"

&

+

1

#

5

%

1

"

&'

注
!

!

根据定义
$

和定义
E

$布尔控制网络#

!

&是能观的$则一定是强能检的$但反之不成立'

考虑状态点对#

&

$

1

&

&"

!

&

]

"

!

&

$并构建
"

!

&

]

"

!

&

的一个划分!

"

!

&

]

"

!

&

Z

&

6%6&

$其中!

&

Z

+

1& 1Z&

-$

%

Z

+

1& 1

+

&

$

-1Z-&

-$

&

Z

+

1& -1

+

-&

-' #

#

&

利用代数形式#

!

&$构建一个辅助系统!

&

#

1\C

&

Z#+

#

1

&

&

#

1

&$

1

#

1\C

&

Z#+

#

1

&

1

#

1

&'

+

#

)

&

下面通过将布尔控制网络#

!

&的可观察性和强可检测性问题转换为扩展系统#

)

&关于任意扰动输入的集能
达性问题来考虑'

定理
&

!

考虑
8

"

Z

++

1&

-

1&

&%

-$

8

4

Z

+

&

-'布尔控制网络#

!

&是能观的当且仅当系统#

)

&是关于任意输
入从

8

"到
8

4 是集能达的'

证明
!

#必要性&对任意的+

1

"

&

"

-

&

8

"

$有
1

"

+

&

"

和
-1

"

Z-&

"

'如果布尔控制网络#

!

&是能观的$则对任意
的输入序列+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
-&

#

5

%

&

"

&

+

-1

#

5

%

1

"

&$即
1

#

5

&

&

#

5

&

&&

'

因此$对任意的+

1

"

&

"

-

&

8

"和任意的+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
1

#

5

&

&

#

5

&

&&

'换句话说$系统#

)

&是
关于任意输入从

8

"到
8

4 是集能达的'

#充分性&考虑点对#

1

"

$

&

"

&$其中
1

"

+

&

"

'如果
1

"

&

"

&&

$则
-1

#

"

&

+

-&

#

"

&$即
,

#

"

&

+

,

"

#

"

&'否则$

1

"

&

"

&%

'

因为系统#

)

&是关于任意输入从
8

"到
8

4 是集能达的$则对任意的+

1

"

&

"

-

&

8

"

$

&&

8

4 和对任意的+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$

存在一个整数
5

$使得
1

#

"

&

&

#

"

&

Z1

"

&

"

$

1

#

5

%

1

"

&

&

#

5

%

&

"

&

&&

$这意味着
-&

#

5

%

&

"

&

+

-1

#

5

%

1

"

&$即
,

#

5

&

+

,

"

#

5

&'

因此$布尔控制网络#

!

&是能观的' 证毕
根据定理

!

(定理
)

$有如下推论'

推论
#

!

考虑
8

"

Z

++

1&

-

1&

&%

-$

8

4

Z

+

&

-$布尔控制网络#

!

&是能观的当且仅当
/

O

#

6

9

#

&

&&

/

#

%

&

Z%

'

证明
!

记
8

"的指标矩阵为
0

"

'依据定理
)

$布尔控制网络#

!

&是能观的当且仅当系统#

)

&是关于任意输入
从

8

"到
8

4 是集能达的'由定理
!

可知
%

!

Z/

O

#

6

9

#

&

&&

0

"

Z%

$鉴于
6

+

1&

-

&

8

"

+

1&

-

Z

%

$有
%

!

Z/

#

6

9

#

&

&&

O

0

"

Z%

$

当且仅当
/

#

6

9

#

&

&&

O

/

#

%

&

Z%

' 证毕
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沿着能观性的研究思路$下面给出了布尔控制网络关于任意输入具有强可检测性的充要条件'

定理
'

!

考虑
8

"

Z

++

1&

-

1&

&%

-$

8

4

Z

+

&

6&

-'布尔控制网络#

!

&是强能检的当且仅当系统#

)

&是关于任
意输入从

8

"到
8

4 是集能达的'

证明
!

#必要性&因为布尔控制网络#

!

&是强能检的$对任意的初始状态
1

"

+

&

"

$任意的输入序列+

+

#

1

&-

5^C

1Z"

$

存在一个整数
5

$使得
-&

#

5

%

&

"

&

+

-1

#

5

%

1

"

&或
&

#

5

%

&

"

&

Z1

#

5

%

1

"

&'

这意味着对任意的
1

"

&

"

&%

和任意的+

+

#

1

&-

5^C

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
1

#

"

&

&

#

"

&

Z1

"

&

"

$

1

#

5

%

1

"

&

&

#

5

%

&

"

&

&

&

6&

$即系统#

)

&关于任意输入从
8

"到
8

4 是集能达的'

#充分性&考虑一个点对#

1

"

$

&

"

&$其中
1

"

+

&

"

'如果
1

"

&

"

&&

$则
-1

#

"

&

+

-&

#

"

&$即
,

#

5

&

+

,

"

#

5

&'

否则$

1

"

&

"

&%

'因为系统#

)

&关于任意输入从
8

"到
8

4 是集能达的$对任意的+

1

"

&

"

-

&

8

"和
&&

8

4

$对任
意的+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$存在一个整数
5

$使得
1

#

"

&

&

#

"

&

Z1

"

&

"

$

1

#

5

$

1

"

&

&

#

5

$

&

"

&

&&

$这意味着
-&

#

5

%

&

"

&

+

-1

#

5

%

1

"

&或
&

#

5

%

&

"

&

Z1

#

5

%

1

"

&'因此$布尔控制网络#

!

&是强能检的' 证毕
推论

$

!

考虑
8

"

Z

++

1&

-

1&

&%

-$

8

4

Z

+

&

6&

-$布尔控制网络#

!

&是强能检的当且仅当
6

9

#

%

&

Z

5

'

证明
!

记
8

"的指标矩阵为
0

"

'由定理
J

$布尔控制网络#

!

&是强能检的当且仅当系统#

)

&是关于任意输入
从

8

"到
8

4 是集能达的'根据定理
!

$有
%

!

Z/

#

6

9

#

&

6&

&&

O

0

"

Z%

'

由于
/

#

%

&

Z

6

1&

&%

1&

$则
%

!

Z/

#

6

9

#

&

6&

&&

O

0

"

Z%

$当且仅当
/

#

6

9

#

&

6&

&&

O

/

#

%

&

Z%

'

因为
%

Z

&

6&

$进而有
/

#

6

9

#

&

6&

&&

O

/

#

%

&

Z/

#

6

9

#

%

&&

O

/

#

%

&

Z%

'

由于
6

9

#

%

&

'%

$则有
6

9

#

%

&

Z

5

' 证毕

&

!

数值例子
本节提供

!

个简单的例子说明所得理论结果'

例
!

!

考虑以下布尔控制网络$它是信号转导网络的一个简化子网络)

)$

*

!

;

C

#

1\C

&

Z<

C

#

1

&

7

;

#

#

1

&

7

<

!

#

1

&$

;

!

#

1\C

&

Z<

!

#

1

&$

;

#

#

1\C

&

Z ;

!

#

1

&

8

<

C

#

1

&

7

<

!

#

1

&'

0

1

2

#

J

&

其中!

;

C

$

;

!

$

;

#

&

!

是状态变量$分别表示
F:+N*0

$

*̀9

和
FPTC

$

<

C

$

<

!

&

!

是外部输入变量'系统的输出方
程如下!

=

#

1

&

Z

)

;

C

#

1

&

7

#

;

!

#

1

&

,

;

#

#

1

&&*

8

#

;

C

#

1

&

7

;

!

#

1

&&$ #

G

&

其中!

=

&

!

'

利用矩阵半张量积的性质$逻辑动态方程#

J

&和#

G

&可以转化为如下代数形式!

&

#

1\C

&

Z#+

#

1

&

&

#

1

&$

,

#

1

&

Z-&

#

1

&'

+

#

$

&

其中!

&

&"

E

$

+

&"

)

$

,

&"

!

$

#Z

!

E

)

G

!

!

!

G

!

!

!

G

!

!

!

G

!

!

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

!

G

!

G

!

J

!

J

!

G

!

G

!

J

!

J

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

!

E

*$

-Z

!

!

)

C

!

!

!

C

!

C

!

!

!

!

!

C

!

C

*'

令
8

"

Z

++

!

C

E

-$+

!

!

E

-$+

!

#

E

-$+

!

)

E

-$+

!

J

E

-$+

!

G

E

-$+

!

$

E

-$+

!

E

E

--$

8

4

Z

++

!

4

C

-$+

!

4

!

--$其中!

!

4

C

Z

+

&

&"

E

-&Z

!

C

!

-

Z

+

!

C

E

$

!

#

E

$

!

)

E

$

!

$

E

$

!

E

E

-$

!

4

!

Z

+

&

&"

E

-&Z

!

!

!

-

Z

+

!

!

E

$

!

J

E

$

!

G

E

-'

根据推论
C

$只需要通过计算
6

7

#

!

4

C

&$

6

7

#

!

4

!

&来检验该布尔控制网络的输出能达性'因为
!

4

C

Z!

4

!

$

!

4

!

Z!

4

C

$则
有

6

7

#

!

4

C

&

Z6

7

#

!

4

!

&$

6

7

#

!

4

!

&

Z6

7

#

!

4

C

&$由
!

4

!

$则显然
!

4

!

Z#

$构建
2

"

Z

!

E

)

"

!

!

!

"

!

"

!

J

!

G

!

"

!

"

*'通过
直接计算可得!

2

#

Z

#

2

"

)

]

!

#

C

&

#

#

&

)

]

!

2

"

Z

!

E

)

"

!

!\G

!

"

!

"

!

!\G

!

!\G

!

"

!

"

*'其中
!

!\G

E

Z

!

!

E

\

!

G

E

'利
用引理

!

可得
6

7

#

!

4

C

&

Z6

7

#

!

4

!

&

Z

+

!

!

E

$

!

J

E

$

!

G

E

-

+

5

'因此根据推论
C

$该布尔控制网络关于任意输入不是输出能
达的'

例
#

!

考虑具有代数形式#

$

&的布尔控制网络$其中
#Z

!

)

)

C

!

#

!

C

!

C

!

C

!

#

!

C

!

#

*$

-Z

!

)

)

C

!

#

!

C

!

#

*'

CC

第
)

期
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构建如下辅助系统!

&

#

1\C

&

Z#+

#

1

&

&

#

1

&$

1

#

1\C

&

Z#+

#

1

&

&

#

1

&'

+

#

E

&

直接计算有
%

Z

+

1& 1

+

&

$

-1Z-&

-

Z

+

!

#

CG

$

!

E

CG

$

!

I

CG

$

!

C)

CG

-$则
%

Z)

'构建
2

"

Z

!

CG

)

"

!

"

!

#

!

"

!

"

!

"

!

"

!

E

!

I

!

"

!

"

!

"

!

"

!

C)

!

"

!

"

*'

参考例
C

的计算可得
2

)

Z%

CG]CG

$这意味着
6

7

#

%

&

Z

+

!

,

!

&

&"

!

&

/*'

,

#

2

)

&

+

"

-

+

5

'

因此$根据推论
#

该布尔控制网络是强能检的'另外$考虑该布尔控制网络的状态
!

C

)

$

!

#

)

$令
&

#

"

&

Z

!

C

)

$

1

#

"

&

Z

!

#

)

$则对任意的输入序列+

+

#

1

&-

\

_

1Z"

$有
,

#

1

%

!

C

)

&

Z

,

"

#

1

%

!

#

)

&

Z

!

C

)

$

1

.

"

'因此$该布尔控制网络是不能观的'

'

!

小结
本文使用矩阵的半张量积研究了布尔控制网络关于任意输入的能达性(能观性和能检性$提出了布尔控制

网络关于任意输入的能达性(集能达性和输出能达性的定义'为了检验布尔控制网络关于任意输入的能达性和
集能达性$构建了关于任意输入的强能达性矩阵和集能达性矩阵'此外$本文还给出了布尔控制网络关于任意
输入的能达性(集能达性(输出能达性(能观性和能检性的充分必要条件'最后$本文用实例说明了主要结果的
有效性'在未来的研究中$将进一步考虑布尔控制网络关于任意输入下的集稳定性'
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