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摘要!考虑多项时间
F

两边空间分数阶对流
F

扩散方程的初边值问题#基于移位
G+H,I-'JFK8:,3L*7

公式#将方程中的空间
分数阶导数采用加权平均有限差分法近似#得到一种加权隐式有限差分格式$利用能量估计#得到了该差分格式的稳定
性$然后利用数学归纳法证明了在相同的条件下#所提出的差分格式是收敛的$最后通过数值例子说明了所提出的差分
格式是可靠和有效的#并对方程的数值解和精确解进行了比较#验证了本文的理论结果$

关键词!分数阶对流
F

扩散方程%空间分数阶导数%加权隐式格式%收敛性%稳定性%有限差分法
中图分类号!
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有限差分方法是数值求解微分方程的常用方法之一'有限差分法主要是将连续的微分问题变成离散的代
数问题进行数值逼近$即将求解的区域进行网格剖分$用离散的有限节点来代替连续的求解区域$然后用泰勒展
开等方法$把微分方程中的连续微分项用离散的差商来代替$最后形成基于离散网格点的一个以节点值为未知
项的离散线性方程组(

CFE

)

'

相较整数阶微分方程$分数阶微分方程具有遗传记忆效应$能更好地模拟自然物理过程和动力系统过程$因
此近年来分数阶微分方程在流体力学*材料力学*生物学*等离子体物理学*金融学*化学*水文地理等领域得到
了广泛应用(

CFC)

)

'分数阶对流
F

扩散方程能更精确地模拟具有长尾性态的溶质运动过程$目前许多学者致力于这
一类分数阶微分方程的研究'绝大部分分数阶对流

F

扩散方程的初边值问题不存在解析解$但随着计算机技术的
发展及数值分析领域的突起$使得用数值方法逼近解决分数阶对流

F

扩散方程的初边值问题成为现实'借助计算
机进行分数阶对流

F

扩散方程的计算和模拟$能够恰当地模拟和分析该方程的长尾性态等各种性质'因此$越来
越多的学者开始研究如何利用有限差分方法对分数阶对流

F

扩散方程进行数值模拟$例如$

Q*5-,3

和
R-,

1

等
人(

CPFCE

)研究了反常对流
F

扩散方程在地质水文中的应用$即在多孔介质中可用分数阶导数来模拟由流体流动引起
的被动示踪运输问题%

K3&

等人(

C$

)考虑了时间分数阶对流
F

扩散方程$利用
Q8''3

变换和拉普拉斯变换得到了此
方程的精确解%马亮亮等人(

CM

)给出了变系数空间分数阶对流
F

扩散方程的数值解法%顾先明等人(

CO

)给出了时间空
间分数阶对流

F

扩散方程的二阶隐式差分格式快速迭代方法'

本文考虑多项时间
F

两边空间分数阶对流
F

扩散方程的初边值问题!
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关于此类问题的数值解法$前人已经做了一些研究'
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等人(

!"F!C

)分别对单边和双边对流
F

扩散方
程利用改进型

G+H,I-'JFK8:43L*7

差分方法进行求解$但结果表明用
G+H,I-'J

得到的显式差分格式是不稳定
的$因此数值解不会收敛于方程的精确解'夏源等人(

!!

)对单边的时间和空间分数阶对流
F

弥散方程给出了类似
的算法'

K3&

等人(

!#

)用此类算法对空间分数阶福克
F

普朗克方程进行了离散计算'马维元等人(

!)

)对空间
F

时间
分数阶扩散方程的初边值问题提出了一种加权平均差分格式'张红玉等人(

!P

)给出了一类空间分数阶对流
F

扩散
方程的加权平均有限差分解法'苏丽娟等人(

!E

)给出了双边空间分数阶对流
F

扩散方程的一种隐式有限差分解
法'汪向艳等人(

!$

)给出了变系数空间分数阶扩散方程的一种加权显式有限差分方法'本文在上述文献的研究
基础上$进一步研究多项时间

F

两边空间分数阶对流
F

扩散方程的一种加权隐式差分解法'
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'由最大模范数
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由上式给出$此时定理中的稳定性条件是满足的$计
算得到

?

^

S"?!P#VC"

U#

'定理给出的收敛阶为
6

#
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!

T3

&'选
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组数#
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$
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&和#
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3

!

&满足
3

C
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!
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且
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C

"
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!

!
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来验证收敛阶$由此得到
)

!

S

)

C

V"?P

C

"
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'取
7S"?P

C

"

!

$表
C

给出了在
.SC

时的结果$算例
C

的误差
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比率是由前一行的
?

^

与该行的
?

^

的值相比得到的'可以看出$它们的值近似等于
!

$从而验证了定理的结论'

算例
#

!

考虑如下三项时间
F

双边空间分数阶对流
F

扩散方程!
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上述方程的精确解为
$
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取定时间步长
)

S"?"""C

$空间步长
3S"?"!

'由定理
#

可知误差
'

^

%

>

#

)

!U

"

C

T3

&$此处
"

C

S"?M

$因此
需要令

7S"?P

P

"

E来检验一下收敛阶'表
!

给出了在
.SC

时的最大误差和误差比率'可以看出此误差比率与
!

很接近$这就验证了加权隐式差分格式#

C"

&的收敛阶'

表
"

!

最大模误差和误差比率#其中
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表
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进一步比较算例
C

和算例
!

$加权隐式差分格式对应的数值解与精确解的比较结果如图
C

和表
#

所示$从表
中和图中可以观察出$加权隐式差分格式的近似解与精确解都很接近$但对三项时间

F

双边空间分数阶对流
F

扩散
方程的加权隐式差分结果比普通空间分数阶对流

F

扩散方程的精确度要稍显高些'

图
"

!

近似解与精确解比较图
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春#等&多项时间
F

两边空间分数阶对流
F

扩散方程的加权隐式数值解



表
$
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近似解与精确解对照表
*+,-$

!
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精确解 算例
C

近似解 误差 算例
!

近似解 误差 精确解 算例
C

近似解 误差 算例
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近似解 误差
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总结
多项时间

F

两边空间分数阶对流
F

扩散方程的初边值问题的数值解$是有限差分法研究的一类数学模型$本文
基于移位

G+H,I-'JFK8:,3L*7

公式$将方程中的空间分数阶导数采用加权平均有限差分法近似$得到了一种加权
隐式有限差分格式'利用能量估计$得到了该差分格式的稳定性'然后利用数学归纳法证明了在相同的条件
下$所提出的差分格式是收敛的'最后通过

!

个数值算例验证了文中的加权隐式差分格式的收敛阶$另外验证
了加权隐式差分格式的近似解与精确解都很接近$特别是三项时间

F

双边空间分数阶对流
F

扩散方程的加权隐式
差分结果比普通空间分数阶对流

F

扩散方程的精确度要稍显高些'说明本文所提出的差分格式是可靠和有效的'
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