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幂零类是2的有限幂零群的轨道长度*
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摘要:为研究有限幂零群G 忠实作用在一个可解群H 上的轨道长度,假设有限幂零群G 忠实不可约作用在一个初等交

换q-群V 上,则可得Z(G)是循环群,且对任意V 中元v,中心化子CG(v)与Z(G)交一定等于1,考虑中心化子阶的情况。

假设G 是幂零类为2的有限群且Z(G)是循环群,若子群S
 

满足 S 2> G ,则S 与中心Z(G)交不等于1。若G 忠实

不可约作用在初等交换q-群V 上,证明了所有的最小轨道长度的平方大于等于群G 的阶。
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1 预备知识

本文讨论的群均为有限群。有限群理论中,当q是素数,有限幂零群G 互素作用在一个初等交换q-群N 上

时,有限幂零群G 的轨道长度,特别是极大轨道(其中包含正则轨道)以及极小轨道长度有着重要的意义。例如

与有限群的特征标维数有密切联系,是有限群的一个重要研究方向[1-3]。对于非正则轨道,当有限p-群G 作用

在N 上是完全可约时,Passman[4]证明了当p=2,存在x∈N 使得 CG(x)≤ G 1/2;而当p 大于等于3时,存
在x∈N 使得 CG(x)≤ G 2/3。当有限p-群G 作用在N 上忠实不可约时,Huppert[5]证明了总存在元x,y∈N
使得CG(x)∩CG(y)=1,进而得到一个元素轨道的长度至少是 G 1/2。除此之外,Isaacs[6]证明了有限幂零群G
如果忠实完全可约地作用在V 上,则存在v∈V,p 是整除 G 的最小素数使得|C(v)|≤(G /p)1/p,由此,显
然存在一个元素的轨道长度至少是 G 1/2。

当有限幂零群G 忠实不可约作用在初等交换q-群 N 上,则由文献[7]可知(G ,N )=1且G 的中心

Z(G)是循环群,同时对任意1≠x∈N 一定有CG(x)∩Z(G)=1,详细思路可见定理2的证明。由此可知,如果

能够知道有限幂零群中与中心交等于1的子群阶的上界,那么就可以知道它忠实不可约作用在N 上的极小轨道

长度的下界。本文主要研究了幂零类是2的有限群G 满足中心循环,证明了G 中心交等于1的子群阶的上界至

多为 G 1/2,进而G 忠实不可约作用在初等交换q-群的下界也是 G 1/2。
本文所采用的符号与文献[8-9]相同。

2 主要结论及证明

关于换位子群的阶是p 的有限p-群,有一个重要的结论[8]。
若有限p-群G 的换位子群G'的阶是p,则G=A1*A2*…*AsZ(G),其中:*表示群的中心积,A1,…,As

都是极小非交换p-子群,Z(G)是群G 的中心。
这个重要结论详细描述了这类群的结构。下面首先给出群G 的一个推广。
引理1 设G 是幂零类为2的有限p-群且换位子群G'是循环群,则:

G=H1*H2*…*HsZ(G),Hi=<xi,yi>[xi,yi]=zi,[xi,zi]=[yi,zi]=1,

即 Hi 的换位子群为H'i=<zi>且它们的阶满足 H'i ≥ H' i+1 ,i=1,2,…,s-1。
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证明 设群G 的换位子群的阶是pm。因为G'是循环群且G 的幂零类是2,所以存在x1,y1∈G 使得

<[x1,y1]>=G'。因此对任意g∈G,存在正整数r≤pm 使得:

[x1,g]=[x1,y1]r=[x1,yr
1],

由此可得[x1,g-1yr
1]=1,即gCG(x1)=yr

1CG(x1),故G/CG(x1)=<y1CG(x1)>是循环群。注意到[x1,ypm

1 ]=1,

但是对正整数t<pm 都有[x1,yt
1]≠1。因此G/CG(x1)是阶为pm 的循环群,同理G/CG(y1)也是阶为pm 的循

环群。
令子群W1=CG(x1)∩CG(y1)。由G/W1 与G/CG(x1)×G/CG(y1)的子群同态可得 G/W1 ≤p2m。下

面证明G/W1=<x1W1>×<y1W1>。假设存在z∈G 使得zW1∈<x1W1>∩<y1W1>,即zW1=xi
1W1=yj

1W1。于

是有xi
1y-j

1 ∈W1,进而可得[xi
1y-j

1 ,y1]=[xi
1,y1]i=1,因此pm|i。显然G/Z(G)的方次数也是pm。由此可得

xi
1∈Z(G)。

类似可得yj
1∈Z(G)。从而说明W1=<x1W1>∩<y1W1>,即 G/W1 =p2m。因此

G/CG(x1)×G/CG(y1)= G/W1 =p2m。

又由Z(G)≤W1 可得 <x1W1>= <y1W1>=pm。故G/W1=<x1W1>×<y1W1>成立。
上面的结论说明G=<x1,y1,W1>。
令 H1=<x1,y1>,于是G=H1*W1 是这2个子群的中心积。由于W1 也是幂零类至多是2且换位子群循

环的有限p-群。若W1 是非交换群,由归纳可得存在H2、W2 使得W1=H2*W2,其中W'1=H'2。于是 H'1 ≥

H'2 。进一步归纳可知存在子群 Hi≤W2,i=3,…,s使得:

W2=H3*…*HsZ(W3),

其中 H'j ≥ H' j+1 ,j=3,…,s-1,易得Z(W3)=Z(G)。故G=H1*H2*…*HsZ(G)成立。 证毕

引理2 设G 是幂零类为2的二元生成的有限p-群。若Z(G)是循环群,则存在元x,y∈G 使得:

G=<x,y>[x,y]=z,x ≥ y ,z =pm,
其中 G' =pm,且当p≥3时,y 的阶满足o(y)=pm;当p=2时,o(y)=2m 或者o(y)=2m+1。

证明 因为G 的幂零类是2,所以对任意a,b∈G 必有:

(ab)p
k
=apk

bpk
cpk,p≥3,

(ab)2
k
=a2kb2

k
c2

k-1,p=2。 (1)

其中c∈G'。
任意取x,y∈G 使得G=<x,y>且满足元的阶的乘积o(x)·o(y)是最小的。下证当p≥3时,<x>∩<y>=1;

当p=2时,<x>∩<y>≤2。不妨假设o(x)≥o(y)。

若p≥3且<x>∩<y>≠1。则存在正整数t1、t2、l使得xp
t1
=ylp

t2
≠1,其中(p,l)=1。由式(1)可得:

(xp
t1-t2

y-l)p
t2
=xp

t1

y-lp
t2
cp

t2
=cp

t2。

令y1=xp
t1-t2

y-l,则o(y1)≤o(z)=pm。此时易得G=<x,y>=<x,y1>。且由xp
t1
=ylp

t2
∈Z(G)可得o(y)≥

pm+1。这与前面假设o(x)·o(y)是最小相矛盾。故当p≥3时,<x>∩<y>=1是成立的。

当p=2时。设 <x>∩<y>=2k>2,存在整数s,r使得o(y)=2s+k,o(x)=2s+k+r,且<y2s>=<x2s+r>。不

妨假设yl2s=x2s+r,其中(2,l)=1。再由式(1)可得:

(x2ry-l)2s=x2s+ry-l2sc2
s-1
=c2

s-1,

其中c∈G'。令y1=x2ry-l,则可得G=<x,y>=<x,y1>且o(y1)<o(y)。同样与前面假设o(x)·o(y)是最

小相矛盾。于是 <x>∩<y>≤2,进而可得当 <x>∩<y>=1时,有o(y)=2m,或者当 <x>∩<y>=2时有

o(y)=2m+1 成立。 证毕

定理1 设G 是幂零类为2的有限群且Z(G)是循环群,若子群S≤G 满足 S 2≥ G ,则必有S∩Z(G)≠1。
证明 先假设G 是有限p-群。由引理1可得:
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G=H1*H2*…*HsZ(G),

其中:Hi,i=,1,…,s是二元生成的幂零类为2的有限p-群,且 H'i ≥ H' i+1 。由题设G 是幂零类为2可得

S 是交换群。
若存在元s∈S 使得sZ(G)是商群G/Z(G)中阶最大的元。因为方次数exp(G/Z(G))=exp(G')= G' 且

S∩Z(G)=1,所以有o(s)= G' ,由此还可得s是S 中阶最大的元,同时还存在元g∈G 使得G'=<[g,s]>。
令子群 H=<g,s>。若 H=G,则可得|G/Z(G)|= G' 2≤|Z(G)|2。因此 G ≤|Z(G)|3。而 S 2≥

G ,由引理2必有S∩Z(G)≠1。
若 H ≠G,由引理1可得G=H*CG(H),因此有:

G/CG(H)=|H/Z(H)|=o(s)2= G' 2。
由于

S/(S∩CG(g))≅SCG(g)/CG(g)≤G/CG(g),
再由引理1的证明可知G/CG(g)是循环群,因此S/(S∩CG(g))是循环群。又由G'=<[g,s]>可知:

<s>∩CG(g)=1且|S/(S∩CG(g))|=o(s),
故S=<s>×(S∩CG(g))。

由 G/CG(H)=o(s)2 可得,S∩CG(g)2≥ CG(H)。若S∩CG(g)≤CG(H),则由归纳法可得:
(S∩CG(g))∩Z(CG(H))≠1。

而Z(CG(H))≤Z(G),故S∩Z(G)≠1。
下面假设不存在元s∈S 使得sZ(G)是商群G/Z(G)中阶最大的元。于是S(H2*…*HsZ(G))是G 的真

子群。假设G1 是群G 的极大子群且S(H2*…*HsZ(G))≤G1。若Z(G1)是循环群,则由归纳可得S∩
Z(G1)≠1,进而S∩Z(G)≠1。若Z(G1)不是循环群。下面证明Z(G1)=Z(G)×<z1>,其中 <z1>=p。

设x1,x2∈Z(G1)-Z(G)且xp
1,xp

2∈Z(G),则对y∈G-G1 有[x1,y]≠1,[x2,y]≠1。于是

<[x1,y]>=<[x2,y]>≤Z(G)

是p 阶循环群。由群的幂零类是2,于是存在正整数i,j 使得[xi
1xj

2,y]=1,其中(ij,p)=1。故<x1Z(G)>=
<x2Z(G)>。因此Z(G1)/Z(G)=<xZ(G)>是循环群。

由于G 幂零类是2,于是[x,yp]=[x,y]p=[xp,y]=1。故 <xZ(G)>=p。从而有:

Z(G1)=Z(G)×<z1>,o(z1)=p。
若存在元a∈G1 使得a<z1>∈Z(G1/<z1>)-Z(G1)/<z1>,则对任意b∈G1-Z(G1)有[a,b]∈Z(G)∩<z1>=1。
于是a∈Z(G1),矛盾。故

Z(G1/<z1>)=Z(G1)/<z1>≅Z(G)
是循环群。

又有:

S<z1>/<z1>2≥ S 2/p2≥ G 2/p2=|G1|/p= G1/<z1>。
由归纳假设可得(S<z1>/<z1>)∩Z(G1/<z1>)≠1。由Z(G1)=Z(G)×<z1>,即存在1≠s1∈S,1≠z∈Z(G)使
得s1<z1>=z<z1>。于是可得S∩Z(G1)=<z2>是一个阶为p 的循环群,所以Z(G1)=Z(G)×<z2>。

同理,有:

Z(G1/<z2>)=Z(G1)/<z2>且(S<z2>/<z2>)∩Z(G1/<z2>)≠1。
进而存在1≠s2∈S,1≠z∈Z(G)使得s2<z2>=z<z2>。这表明z∈<s2,z2>≤S,故S∩Z(G)≠1。

若G 不是p-群。则G=P1×…×Pr,S=S1×…×Sr,其中Pi、Si(i=1,…,r)分别是G、S 的Sylow
 

pi-子

群。于是存在|Pi|≤|Si|2。故可得Si∩Z(Pi)≠1,进而S∩Z(G)≠1。 证毕

定理2 设有限幂零群G 忠实不可约作用在初等交换q-群N 上。若G 的幂零类是2,则对任意1≠x∈N
有 CG(x)2< G 。

证明 由于G 忠实不可约作用在N 上,由文献[4]可知Z(G)是循环群且对任意1≠x∈N 可断言:

CG(x)∩Z(G)=1。
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否则设1≠g∈CG(x)∩Z(G),则(o(g),N )=1且<N,g>是<N,G>的正规子群。于是

N=[N,<g>]×CN(<g>),
这与G 忠实不可约作用在N 上相矛盾,故CG(x)∩Z(G)=1。再由定理1可得 CG(x)2< G 。 证毕
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Abstract:
 

If
 

a
 

nilpotent
 

group
 

G
 

acts
 

faithfully
 

on
 

a
 

solvable
 

group
 

H,
 

it
 

turned
 

out
 

to
 

be
 

helpful
 

to
 

know
 

the
 

orbit
 

sizes
 

of
 

H
 

in
 

this
 

action.
 

Suppose
 

that
 

a
 

nilpotent
 

group
 

G
 

acts
 

faithfully
 

and
 

irreducibly
 

on
 

V.
 

It
 

is
 

well
 

known
 

that
 

Z(G)
 

is
 

cyclic
 

and
 

the
 

intersection
 

of
 

CG(v)
 

and
 

Z(G)
 

equals
 

to
 

1
 

for
 

any
 

nontrivial
 

element
 

v
 

in
 

V.
 

Let
 

G
 

be
 

a
 

nilpotent
 

group
 

of
 

class
 

2
 

with
 

Z(G)
 

cyclic.
 

If
 

S
 

is
 

a
 

subgroup
 

of
 

G
 

with
 

|S|2>|G|,
 

then
 

the
 

intersection
 

of
 

S
 

and
 

Z(G)
 

is
 

not
 

trival.
 

If
 

G
 

acts
 

faithfully
 

and
 

irreducibly
 

on
 

an
 

elementary
 

abelian
 

N,
 

then
 

the
 

minimal
 

orbit
 

has
 

size
 

large
 

than
 

|G|1/2.
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