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强余挠维数

张豫冈
（兰州工业学院基础学科部，兰州７３００５０）

摘要：为进一步研究模的平坦性与余挠性，引入强余挠维数的概念，证明了存在模使得非凝聚环上的强余挠维数严格大于
余挠维数，刻画了环的整体强余挠维数的有限性。这一有限性为研究Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模和ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ投射模的一致
性提供了新的思路。
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平坦模类作为经典同调代数中的三大模类之一，具有良好的性质。例如，在任意环上，平坦模类是投射可解
的，并且对纯子模、纯商模及正向极限封闭。Ｅｎｏｃｈｓ等人［１］利用这些性质在２０世纪初解决了著名的“平坦覆盖
猜想”。另一方面，著名的ＧｏｖｏｒｏｖＬａｚａｒｄ定理建立了平坦模与投射模间的联系。平坦模的这些性质在模论及
模的模型理论、环论、代数表示论、群的表示理论及代数几何等领域中都有广泛的应用。

众所周知，余挠模类即平坦模类的右正交类。正如余挠模是内射模的推广，余挠维数是内射维数的推广，二
者一致当且仅当基环是ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环。Ｍａｏ等人［２］研究了模与环的余挠维数，给出了余挠维数的经典
刻画，并由此刻画了半单环、ｖｏｎＮｅｕｍａｎｎ正则环、完全环等经典环类。同时给出了余挠维数在交换代数中的应
用。Ｇａｏ等人［３］引入并研究了弱平坦模、弱内射模及维数（这两类模在文献［４］中分别称为ｌｅｖｅｌ模和绝对ｃｌｅａｎ
模）。弱平坦模类和弱内射模类的一个重要性质是它们将Ｎｏｅｔｈｅｒ环上平坦模与内射模的对偶性质推广到任意
环。并且在任意环上所有模都具有左、右弱平坦模和弱内射分解。受文献［２］的启发，本文考虑弱平坦模的右正
交类及相应的维数，称之为强余挠维数。特别地，本文给出了环的整体强余挠维数有限的刻画，同时给出了环的
整体强余挠维数的有限性在Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ同调代数中的应用。

１　预备知识
贯穿全文，环犚均表示具有单位元的结合环，所有的模均是酉模。
用犚Ｍｏｄ表示所有左犚模的类，其中由所有投射、内射、平坦左犚模构成的（子）类分别用!狉狅犼、"狀犼及

#犾犪狋表示。分别用ｐｄ犚（犕），ｉｄ犚（犕）和ｆｄ犚（犕）表示犚模犕的投射、内射和平坦维数。
设犡，犢是犚模的类，称二元组（$，%）是余挠对，如果%＝$

⊥且
$＝%

⊥。这里
$

⊥＝｛犕∈犚Ｍｏｄ｜Ｅｘｔ１犚（犡，犕）＝０，犡∈$

｝，
对偶的可定义⊥

%

。
称余挠对（

$

，
%

）是遗传的，如果对任意的犡∈$

，犢∈%

及犿≥１，都有Ｅｘｔ犿犚（犡，犢）＝０。
称余挠对（

$

，
%

）是完备的，如果（
$

，
%

）具有足够的投射对象和足够的内射对象，即对任意的犕∈犚Ｍｏｄ，都
存在犚模的两个短正合序列：

０→犢→犡→犕→０，０→犕→犢′→犡′→０，
其中：犡，犡′∈$

且犢，犢′∈%

。
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犚模犕的$预覆盖是指一个同态α：犡→犕，使得犡∈$

并且对任意的犡′∈$

，序列Ｈｏｍ犚（犡′，犡）→
Ｈｏｍ犚（犡′，犕）→０是正合的。

称犚模犕的$预覆盖α：犡→犃是$覆盖，如果满足α犳＝α的自同态犳：犡→犡都是同构。
称模类

$

是（预）覆盖类，如果每个模都具有
$（预）覆盖。对偶的可定义模的（预）包络以及（预）包络类。

称余挠对（
$

，
%

）是完全的，如果
$

是覆盖类且
%

是包络类。
称模类

%

是内射可解的，如果
"狀犼%

，并且
%

对扩张及满同态的核封闭（即对任意的犚模的短正合序列
０→犔→犕→犖→０，其中犔∈%

，有犕∈%

等价于犖∈%

）。对偶的可定义投射可解类。
称余挠对（

$

，
%

）是遗传的，如果对任意的犻≥１及任意的犡∈$

，犢∈%

，都有Ｅｘｔ犻犚（犡，犢）＝０。等价地，如果
$

是投射可解的，或
%

是内射可解的。

２　主要结论
定义１［３］　１）若左犚模犉存在投射分解：…→犘２→犘１→犘０→犉→０，其中：每个犘犻是有限生成自由模，则

称犕是超有限表示的；
２）若对任意的超有限表示右犚模犉，都有Ｔｏｒ犚１（犉，犕）＝０，则称左犚模犕是弱平坦模。弱平坦左犚模的

类记为
&#犾犪狋。

注１　在文献［４］中“超有限表示模”及“弱平坦模”分别被称为“ＦＰ∞型模”及“ｌｅｖｅｌ模”。
众所周知，犚模犆是余挠的当且仅当对任意的平坦犚模犉，都有Ｅｘｔ１犚（犉，犆）＝０。同时，犚模犕的余挠维

数（记为ｃｄ犚（犕））的定义为犕的余挠分解长度的下确界。结合这些概念。并注意到任意环上平坦模一定是弱
平坦的，如下定义是自然的。

定义２　１）称左犚模犆是强余挠的，如果对任意的犉∈&#犾犪狋，都有Ｅｘｔ１犚（犉，犆）＝０。强余挠左犚模的类
记为

'(狅狋；
２）对于任意左犚模犕，令集合Φ犕＝｛犿∈犖｜存在正合序列→犕→犆０→犆１→…→犆犿→０｝，其中每个犆犻∈

'(狅狋。若Φ犕非空，则定义犕的强余挠维数为ｓｃｄ犚（犕）＝ｉｎｆΦ犕，否则记ｓｃｄ犚（犕）＝∞。
注２　１）在文献［４］中“强余挠模”被称为“ｃｏｓｐｉｒａｌ模”；
２）由文献［４］的定理２．１４、命题２．１０可知任意环犚上二元组（&#犾犪狋，'(狅狋）构成完全遗传的余挠对。特别

地，有：
左犚模犆是强余挠的对任意的犉∈&#犾犪狋，都有Ｅｘｔ犻≥１犚（犉，犆）＝０。

３）显然"狀犼'(狅狋(狅狋，因而对任意的左犚模犕，有ｃｄ犚（犕）≤ｓｃｄ犚（犕）≤ｉｄ犚（犕）。
４）对于任意左犚模犕，ｓｃｄ犚（犕）＝０当且仅当犕∈'(狅狋。
下述引理说明了“强余挠模”及“强余挠维数”中“强”的合理性，即在非右凝聚环上

'(狅狋是(狅狋的真子类。同
时，在非右凝聚环上存在一个模使得该模的强余挠维数严格大于余挠维数。

引理１　设犚是环，则以下条件等价：
１）'(狅狋＝(狅狋；
２）#犾犪狋＝&#犾犪狋；
３）犚是右凝聚环；
４）对任意的左犚模犕，都有ｓｃｄ犚（犕）＝ｃｄ犚（犕）。
证明　注意到二元组（#犾犪狋，(狅狋）及（&#犾犪狋，'(狅狋）均构成（完全遗传的）余挠对。因此，由余挠对的定义可知

１）２）。
２）３）由文献［４］的推论２．１１可知。
１）４）显然。
４）１）。由注２的３）可知'(狅狋(狅狋。反之，设犆是任意的余挠左犚模。则ｃｄ犚（犕）＝０。因此，由条件４）

及注２的４）可知犕∈'(狅狋。所以，'(狅狋＝(狅狋。 证毕
注２的２）指出，任意环犚上二元组（&#犾犪狋，'(狅狋）构成完全的余挠对。因此，每个犚模犕都具有弱平坦覆
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盖（即
&#犾犪狋覆盖），ＷＦ（犕）。下述结论给出强余挠维数的刻画。
命题１　设狀是非负整数。则对任意左犚模犕，以下条件等价：
１）ｓｃｄ犚（犕）≤狀；
２）存在左犚模的正合序列０→犕→犈０→犈１→…→犈狀→０，其中每个犈犻∈'(狅狋；
３）对任意左犚模的正合序列０→犕→犆０→犆１→…→犆狀－１→犖→０，若每个犆犻∈'(狅狋，则犖∈'(狅狋；
４）对任意左犚模的正合序列０→犕→犐０→犐１→…→犐狀－１→犔→０，若每个犐犻∈"狀犼，则犔∈'(狅狋；
５）对任意的犻≥１及犉∈&#犾犪狋，都有Ｅｘｔ犻＋狀犚（犉，犕）＝０；
６）对任意的犉∈&#犾犪狋，都有Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犕）＝０；
７）ｓｃｄ犚（ＷＦ（犕））≤狀，其中ＷＦ（犕）表示犕的弱平坦覆盖。
证明　由定义２易知１）２）。
２）５）。考虑条件２）中的正合序列。对任意的犉∈&#犾犪狋及任意的犻≥１，由维数转移可知Ｅｘｔ狀＋犻犚（犉，犕）

Ｅｘｔ１＋犻犚（犉，犈狀）。由于犈狀∈'(狅狋，因而Ｅｘｔ１＋犻犚（犉，犈狀）＝０。所以条件５）成立。
５）６）和４）３）２）显然。
６）３）。考虑条件３）中待证明的正合序列。对任意的犉∈&#犾犪狋，由条件６）及维数转移可知Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犕）

Ｅｘｔ１犚（犉，犔）＝０。所以犔∈'(狅狋。
３）４）。由文献［４］的定理２．１４、命题２．１０（２）可知模类'(狅狋是内射可解的，并且对'(狅狋对有限直和及直

和因子封闭。考虑条件４）中待证明的正合序列。将比较引理运用于条件４）和条件３）中的正合序列，可得图１。

图１　复形的交换图
犉犻犵．１　犆狅犿犿狌狀犻犮犪狋犻狏犲犱犻犪犵狉犪犿狅犳犿狅狉狆犺犻狊犿狊狅犳犿狅犱狌犾犲狊

于是存在如下正合序列０→犆０→犐０犆１→犐１犆２→…→犐狀－１犖→犔→０。
由于每个犐犻，犆犻∈'(狅狋，所以由'(狅狋对有限制和的封闭性可知犐犻犆犻＋１∈'(狅狋，０≤犻≤狀－２。令犓＝

Ｋｅｒ（犐狀－１犖→犔）。由模类'(狅狋的内射可解性可知犓∈'(狅狋。同时由条件３）知犔∈'(狅狋。再次运用模类'(狅狋
的内射可解性，可得犐狀－１犖∈'(狅狋。进而由模类'(狅狋对直和因子的封闭性可知犖∈'(狅狋。
１）７）。由条件１）和条件６）的等价性可知只需证明对任意的犉∈&#犾犪狋，都有：

Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犕）＝０Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，ＷＦ（犕））＝０。
注意到模类

'(狅狋对扩张封闭，从而由Ｗａｋａｍｕｔｓ引理可知存在如下左犚模的短正合序列０→犓→ＷＦ（犕）→
犕→０，其中犓∈'(狅狋。注意到对任意的犻≥１，都有Ｅｘｔ犚（犉，犓）＝０。因而由维数转移可知Ｅｘｔ狀＋１犚 （犉，犕）
Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，ＷＦ（犕））。

从而Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犕）＝０Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，ＷＦ（犕））＝０。 证毕
结合命题１给出的强余挠维数的刻画，运用通常的同调代数方法，可得到如下观察。
观察１　Ⅰ）设犚是环，０→犔→犕→犖→０是左犚模的短正合序列。若ｓｃｄ犚（犔）、ｓｃｄ犚（犕）和ｓｃｄ犚（犖）中任

意２个维数有限，则第３个亦有限。并且，以下维数的（不）等式成立：
１）ｓｃｄ犚（犔）≤ｍａｘ｛ｓｃｄ犚（犕），ｓｃｄ犚（犖）－１｝，并且当ｓｃｄ犚（犕）≠ｓｃｄ犚（犖）时相应等式成立。这里若ｓｃｄ犚（犖）＝０

时，ｓｃｄ犚（犖）－１则应理解为０；
２）ｓｃｄ犚（犕）≤ｍａｘ｛ｓｃｄ犚（犕），ｓｃｄ犚（犖）｝，并且当ｓｃｄ犚（犕）＋１≠ｓｃｄ犚（犖）时相应等式成立；
３）ｓｃｄ犚（犖）≤ｍａｘ｛ｓｃｄ犚（犔）＋１，ｓｃｄ犚（犕）｝，并且当ｓｃｄ犚（犔）≠ｓｃｄ犚（犕）时相应等式成立。
Ⅱ）设｛（犌犼）犼∈犑｝是任意一簇左犚模，则ｓｃｄ犚（∏犼∈犑犕犼）＝ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（犕犼）狘犼∈犑｝。
通常定义环的左整体余挠维数为ｌ．Ｃｏｔ（犚）＝ｓｕｐ｛ｃｄ犚（犕）｜犕是左犚模｝。因此，自然地考虑环的左整体强

余挠维数。
定义３　定义环的左整体强余挠维数为ｌ．Ｃｏｔ（犚）＝ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（犕）｜犕是左犚模｝。
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如下定理是本文的主要结论。
定理１　设犚是环，则以下维数相等：
１）ｌ．'(狅狋（犚）；
２）ｓｕｐ｛ｐｄ犚（犉）｜犉是弱平坦左犚模｝；
３）ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（犉）｜犉是弱平坦左犚模｝；
４）ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（ＷＦ（犕））｜犕是左犚模｝。
证明　４）＝１）由命题１中条件１）７）可知。
３）≤１）显然。
１）≤２）。假设ｓｕｐ｛ｐｄ犚（犕）｜犉是弱平坦左犚模｝＝狀＜∞，则对任意的弱平坦左犚模犉及任给的左犚模

犕，由ｐｄ犚（犉）≤狀可知Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犕）＝０。从而由命题１可知ｓｃｄ犚（犿）≤狀。于是ｌ．'(ｏｔ（犚）≤狀。
２）≤３）。假设ｓｕｐ｛ｃｄ犚（犕）｜犉是弱平坦左犚模｝＝狀＜∞。对任意的左犚模犕，由余挠对（&#犾犪狋，'(狅狋）的

完备性（或命题１中条件１）７）的证明）可知，存在左犚的短正合序列：
０→犓→犉犕→犕→０，

其中：犉犕∈&#犾犪狋，犓∈'(狅狋。于是对任意的犉∈&#犾犪狋，由长正合序列引理可得：
Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犉犕）→Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犕）→Ｅｘｔ狀＋２犚（犉，犓）。

由注２的２）可知Ｅｘｔ狀＋２犚（犉，犓）＝０，由ｓｃｄ犚（犉犕）≤狀及命题１可知Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犉犕）＝０，于是Ｅｘｔ狀＋１犚（犉，犕）＝０，
再由命题１可知ｓｃｄ犚（犕）≤狀。 证毕

根据文献［４５］，称左犚模犕是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射（或ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ投射）的，如果存在一个由投射左犚模
构成的Ｈｏｍ（－，!狉狅犼）正合（或Ｈｏｍ（－，&#犾犪狋）正合）的正合序列：

…→犘１→犘０→犘０→犘１→…
使得犕Ｉｍ（犘０→犘０）。由定义，显然每个ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ投射左犚模是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射的。关于Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
ＡＣ投射模的更多研究见文献［７９］。由文献［４］可知，当所有弱平坦左犚模的投射维数有限时ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ
投射左犚模与Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左犚模一致。

作为定理１的应用，有以下推论。
推论１　设犚是环，则以下条件等价：
１）ｌ．'(狅狋（犚）＜∞；
２）ｓｕｐ｛ｐｄ犚（犕）｜犕是弱平坦左犚模｝＜∞；
３）ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（犕）｜犕是弱平坦左犚模｝＜∞；
４）ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（ＷＦ（犕））｜犕是左犚模｝＜∞；
５）对于任意的犉∈&#犾犪狋，都有ｐｄ犚（犉）＜∞；
６）对于任意的犉∈&#犾犪狋，都有ｓｃｄ犚（犉）＜∞。

由此，可以断言：当上述条件之一满足时ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ投射左犚模与Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左犚模一致。
证明　条件１）～４）的等价性可由定理１直接得到。同时，２）５）和３）６）显然。
５）２）。反设ｓｕｐ｛ｐｄ犚（犕）｜犕是弱平坦左犚模｝＝∞，则对任意的狀∈犖，存在犉狀∈&#犾犪狋，使得ｐｄ犚（犉狀）≥狀。

考虑犚模

∏

狀∈犖犉狀。一方面，ｐｄ犚（

∏

狀∈犖犉狀）＝ｓｕｐ｛ｐｄ犚（犕狀）｜狀∈犖｝＝∞。另一方面，由'(狅狋对直和的封闭
性［２］可知 ∏

狀∈犖犉狀∈&#犾犪狋。因而由条件５）可知ｐｄ犚（

∏

狀∈犖犉狀）＜∞，矛盾。因此，ｓｕｐ｛ｐｄ犚（犕）｜犕是弱平
坦左犚模｝＜∞。
６）３）。反设ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（犕）｜犕是弱平坦左犚模｝＝∞，则对任意的狀∈犖，存在犉狀∈&#犾犪狋，使得

ｓｃｄ犚（犉狀）≥狀。考虑犚模∏狀∈犖犉狀。一方面，由观察１的Ⅱ）可知ｐｄ犚（∏狀∈犖犉狀）＝ｓｕｐ｛ｐｄ犚（犕狀）狘狀∈犖｝＝∞。
另一方面，由

'(狅狋对直积的封闭性［３］可知∏狀∈犖犉狀∈&#犾犪狋。因而由条件６）可知ｓｃｄ犚（

∏

狀∈犖犉狀）＜∞，矛
盾。因此，ｓｕｐ｛ｓｃｄ犚（犕）｜犕是弱平坦左犚模｝＜∞。

最后的断言由文献［４］可知。 证毕
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用Ｇｐｄ犚（犕）和ＡＣＧｐｄ犚（犕）分别表示犚模犕的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射维数和ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ投射维数。Ｌｉａｎｇ
等人［７］研究了这２种维数的关系以及应用。最后给出如下注记。

注３　设犚是环。由文献［７］中引理３．１的证明及推论１可知，ｓｕｐ｛ＡＣＧｐｄ犚（犕）｜犕是左犚模｝＜∞。蕴
含着ｌ．'(狅狋（犚）＜∞。另一方面，由于ＧｏｒｅｎｓｔｅｉｎＡＣ投射犚模总是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射的，因而易知：

ｓｕｐ｛ＡＣＧｐｄ犚（犕）｜犕是左犚模｝＜∞蕴含着ｓｕｐ｛Ｇｐｄ犚（犕）｜犕是左犚模｝＜∞。
由文献［７］中引理３．１及推论３．１１可知，ｓｕｐ｛ＡＣＧｐｄ犚（犕）｜犕是左犚模｝＜∞当且仅当ｓｕｐ｛Ｇｐｄ犚（犕）｜犕

是左犚模｝＜∞且ｌ．'(狅狋（犚）＜∞。同时由文献［７］中推论４．６可知，当环犚满足这些等价的有限维数时，相对
于Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射犚模的稳定范畴这一三角范畴是紧生成的。
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