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摘要:讨论一类离散捕食者-食饵模型的动力学性质,使用多项式完全判别系统和中心流形定理对该模型所对应的离散系

统进行分析。由多项式完全判别系统给出了该模型不动点的拓扑分类,并找出了不动点在非双曲情形的参数条件;由中

心流形定理证明了模型在不动点附近发生了transcritical分支和flip分支。运用数值模拟进一步验证了上述结果的正确

性,并给出相应的Laypunov指数以说明模型在一定参数条件下产生了混沌现象。研究结果提示所讨论的模型在一定参

数条件下可以产生transcritical分支、flip分支以及混沌等动力学性质。

关键词:耦合logistics模型;分支;多项式完全判别系统;中心流形;Laypunov指数

中图分类号:O178 文献标志码:A    文章编号:1672-6693(2023)05-0126-10

在生态系统中,捕食者和被捕食者的生物关系是一对十分常见的种群关系;对于这对生物关系,生物学家一

直对都怀有极大的兴趣[1-3]。由于自然界中的生物广泛存在着吃与被吃的关系,这意味着大部分生物都是捕食

者与被捕食者当中的一员[4];只要能明确捕食者与被捕食者之间的数量关系,就可精确调控捕食者与被捕食者

的数量[5],从而让某一类生物数量不至于过多或过少而给整个生物链带来危害;因此,研究捕食者与被捕食者之

间的数量关系意义非常重大[6-7]。
在生物学中,一般把捕食者与被捕食者之间的数量关系称作捕食者-食饵模型[8]。生物学家早已经意识到捕

食者-食饵模型是一类非常重要的模型[9-10],并不断构造新的捕食者-食饵模型[11-13],以求新的模型更接近于现实

情况。数学家则利用动力学理论对这一模型进行分析[14-16],判断模型是否符合数学逻辑规律以及是否具有生物

学弱点[17],同时对于“好的”模型也能得出相应的生物学意义,使得模型在生物学中更具有实用价值[15,18-19]。
生物学家最早建立的模型一般是连续时间模型,数学研究者也会对这些模型进行分析并得到一些很好的结

果[5,14,20-25],例如Zhang等人[14]分析了模型:
 

dx(t)/dt=rx(t)(1-x(t)/K)-Ax(t)y(t),dy(t)/dt=-σy(t)+ηx(t-τ)y(t-τ),
其中:x(t)表示捕食者在t时刻的数量,y(t)表示食饵在t时刻的数量,τ是一个延迟参数,K 表示捕食者的环境

容量,r、A、σ和η都是正的常数,分别表示猎物的内在增长率、捕食对猎物的影响系数、捕食者死亡率和捕食者

摄入量与它的平均猎物摄入量的转换系数。然而,由于种群发展中的离散周期只能在离散的时间步长上进行,
因此研究者们对离散时间模型更加关注。同时,如果种群的生态系统世代不重叠,离散捕食-食饵模型比连续模

型更契合种群的变化规律。此外,在生物数学数值模拟中,离散捕食-食饵模型比连续模型更容易建立有效的计

算方法,且离散系统比连续系统具有更丰富的动力学性质[26]。
本文研究的离散模型最早来源于Gu等人[27]提出的模型:

x(t+1)=4λx(t)(1-x(t))+γx(t)y(t),y(t+1)=4λy(t)(1-y(t))+γx(t)y(t), (1)
其中:x(t+1)表示捕食者在t+1时刻的数量,y(t+1)表示食饵在t+1时刻的数量,λ 表示捕食者和食饵的增

长率,γ 表示环境对捕食者和食饵数量的影响系数。后来Satoh等人在模型(1)的基础上,提出了更一般的

模型[1]:

x(t+1)=αx(t)(1-x(t))+θx(t)y(t),y(t+1)=βy(t)(1-y(t))-εx(t)y(t), (2)
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其中:α表示捕食者的增长率,β表示食饵的增长率,θ表示环境因素对捕食者数量的影响率,ε表示环境因素对

食饵数量的影响率,在模型(2)中令α=β=4λ,θ=-ε=γ,即可得到模型(1)。

2020年,Wang等人[2]在模型(1)的基础上,分析了模型:

x(k+1)=αx(k)(1-x(k))-ξx(k)y(k),y(k+1)=ζx(k)y(k),
即在模型(2)中令β=0,θ=-ξ,ε=-ζ所得。

本文在模型(2)中令α=a,θ=-b,β=c,ε=0,得到模型:

x(k+1)=ax(k)(1-x(k))-bx(k)y(k),y(k+1)=cy(k))(1-y(k))。 (3)
本文主要研究了模型(3)的稳定性及它的局部分支。在下文中,首先运用多项式完全判别系统[28-29]给出了该模

型的4个不动点的类型及稳定性;然后讨论了该模型在不动点附近的局部分支,并证明了随着参数的变化,该模

型在不动点附近不仅能够发生transcritical分支,而且能够发生flip分支;最后,对该模型进行数值模拟,进一步

验证上述证明结果的正确性。

1 不动点的类型及稳定性

研究如下耦合logistics模型不动点的拓扑分类:

x(k+1)=ax(k)(1-x(k))-bx(k))y(k),y(k+1)=cy(k))(1-y(k)),
其中:a、b和c是大于0的常数。

上述模型可以看作是一个平面映射

F:{(x,y)∈R2+|x≥0,y≥0}→R2+,F:
x
y  → ax(1-x)-bxy

cy(1-y)  。 (4)

命题1 对于任意的a>0,b>0,c>0,模型(4)有4个不动点:E1:(0,0),E2:((a-1)/a,0),E3:(0,
(c-1)/c),E4:((bc+ac-b-c)/(ca),(c-1)/c),其中:对任意的a>0,b>0,c>0,不动点E1 总是存在的;不
动点E2 仅在a>0,b>0,c>0的条件下存在;不动点E3 仅在a>0,b>0,c>1的条件下存在;不动点E4 在c>
1,a≥1,b>0或者c>1,0<a<1,b>-c(a-1)/(c-1)时存在。不动点E1、E2、E3 和E4 的拓扑分类和非双

曲情形分别见表1~表4,且不动点E1、E2 此时对应的参数图分别见图1、图2。

表1 当a>0,b>0,c>0时,不动点E1 的稳定性及拓扑分类

Tab.1 When
 

a>0,
 

b>0,
 

c>0,
 

stability
 

and
 

topological
 

classification
 

of
 

fixed
 

point
 

E1

条件 类型 区域 条件 类型 区域

0<c<1

0<a<1 稳定结点 D1

a=1 非双曲的 L1

a>1 鞍点 D2

c>1

0<a<1 鞍点 D2

a=1 非双曲的 L1

a>1 不稳定结点 D3

c=1 非双曲的 L2

表2 当a>1,b>0,c>0时,不动点E2 的稳定性及拓扑分类

Tab.2 When
 

a>1,
 

b>0,
 

c>0,
 

stability
 

and
 

topological
 

classification
 

of
 

fixed
 

point
 

E2

条件 类型 区域 条件 类型 区域

0<c<1

1<a<3 稳定结点 D4

a=3 非双曲的 L3

a>3 鞍点 D4

c>1

1<a<3 鞍点 D4

a=3 非双曲的 L3

a>3 不稳定结点 D6 

c=1 非双曲的 L4

证明 模型(4)的不动点由以下方程给出:

x=ax(1-x)-bxy,

y=cy(1-y)。 
求解上述二元非线性方程组,可以求得不动点为:E1:(0,0),E2:((a-1)/a,0),E3:(0,(c-1)/c),E4:((bc+
ac-b-c)/(ca),(c-1)/c)。
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表3 当a>1,b>0,c>1时,不动点E3 的稳定性及拓扑分类

Tab.3 When
 

a>1,
 

b>0,
 

c>1,
 

stability
 

and
 

topological
 

classification
 

of
 

fixed
 

point
 

E3

条件 类型

1<c<3

0<b<c/(c-1) 0<a<-(bc-b-c)/c 稳定结点

a=3 a=-(bc-b-c)/c 非双曲的

a>3 a>-(bc-b-c)/c 鞍点

b≥c/(c-1) a>0 鞍点

c=3 非双曲的

c>3
0<b<c/(c-1)

b≥c/(c-1)

0<a<-(bc-b-c)/c 鞍点

a=-(bc-b-c)/c 非双曲的

a>-(bc-b-c)/c 不稳定结点

a>0 不稳定结点

表4 当c<1,0<a<1,b>-(c(a-1))/(c-1)或者c>1,a≥1,b>0时,不动点E4 的稳定性及拓扑分类

Tab.4 When
 

c<1,
 

0<a<1,
 

b>-(c(a-1))/(c-1)
 

or
 

c>1,
 

a≥1,
 

b>0,
 

stability
 

and
 

topological
 

classification
 

of
 

fixed
 

point
 

E4

条件 类型

1<c<3

0<a<1

a=1

1<a<3

a≥3

-(c(a-1))/(c-1)<b<-(c(a-3))/(c-1) 稳定结点

b=-(c(a-3))/(c-1) 非双曲的

b>-(c(a-3))/(c-1) 鞍点

0<b<(2c)/(c-1) 稳定结点

b=(2c)/(c-1) 非双曲的

b>(2c)/(c-1) 鞍点

0<b<-(c(a-3))/(c-1) 稳定结点

b=-(c(a-3))/(c-1) 非双曲的

b>-(c(a-3))/(c-1) 鞍点

b>0 鞍点

c=3 非双曲的

c>3

0<a<1

a=1

1<a<3

a≥3

-(c(a-1))/(c-1)<b<-(c(a-3))/(c-1) 鞍点

b=-(c(a-3))/(c-1) 非双曲的

b>-(c(a-3))/(c-1) 不稳定结点

0<b<(2c)/(c-1) 鞍点

b=(2c)/(c-1) 非双曲的

b>(2c)/(c-1) 不稳定结点

0<b<-(c(a-3))/(c-1) 鞍点

b=-(c(a-3))/(c-1) 非双曲的

b>-(c(a-3))/(c-1) 不稳定结点

b>0 不稳定结点

由于在模型(4)中x≥0,y≥0,因此只需求x≥0,y≥0的不动点。进一步地,可得出不动点E2 存在的条件

是a>1,b>0,c>0,不动点E3 存在的条件是a>0,b>0,c>1,
 

而对于不动点E4,仅在c>1,a≥1,b>0或者

c>1,0<a<1,b>-c(a-1)/(c-1)时存在。
往下仅讨论不动点E4 的拓扑类型和非双曲的情形,其余不动点的拓扑性质可以类似分析。
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图1 当a>0,b>0,c>0时,在不动点E1 处的参数图

Fig.1 When
 

a>0,
 

b>0,
 

c>0,
 

parameter
 

diagram
 

at
 

fixed
 

point
 

E1

图2 当a>1,b>0,c>0时,在不动点E2 处的参数图

Fig.2 When
 

a>1,
 

b>0,
 

c>0,
  

parameter
 

diagram
 

at
 

fixed
 

point
 

E2

首先求出系统在不动点E4 处的Jacobian矩阵为:

J(F(E4))=
((-a-b+2)c+b)/c (b((a+b-1)c-b))/(ac)

0 -c+2  ,
易知J(F(E4))的特征多项式为:PE4

(t)=(((a+b+t-2)c-b)(c+t-2))/c,进一步求出该特征多项式

的判别式为:Δ(PE4
(t))=(ac+bc-c2-b)2/c2,对称轴为:t*=-(ac+bc+c2-b-4c)/(2c),以下分4种情形

进行讨论。

1)
 

若E4 是非双曲的,则J(F(E4))的特征值的绝对值等于1,那么此时参数条件有2种情形,分别是

PE4
(1)=0,PE4

(-1)=0。进一步地,可以求得参数范围为:a)
 

c=3;b)
 

1<c<3,0<a<1,b=-(c(a-3))/
(c-1);c)

 

1<c<3,a=1,b=(2c)/(c-1);d)
 

1<c<3,1<a<3,b=-(c(a-3))/(c-1);e)
 

c>3,0<a<1,
b=-(c(a-3))/(c-1);f)

 

c>3,a=1,b=(2c)/(c-1);g)
 

c>3,1<a<3,b=-(c(a-3))/(c-1)。
2)

 

若E4 是稳定结点,则J(F(E4))的特征值的绝对值都小于1,那么必须满足条件PE4
(1)>0,PE4

(-1)>0,

Δ(pE)≥0,-1<t*<1,即,如下半代数系统S11 和S12 成立:

S11∶={c>1,0<a<1,b>-(c(a-1))/(c-1),(((a+b-1)c-b)(c-1))/c>0,
(((a+b-3)c-b)(c-3))/c>0,-(ac+bc+c2-b-4c)/(2c)>-1,

(((a+b+t-2)c-b)(c+t-2))/c≥0,-(ac+bc+c2-b-4c)/(2c)<1},

S12∶={c>1,a≥1,b>0,(((a+b+t-2)c-b)(c+t-2))/c≥0,
(((a+b-3)c-b)(c-3))/c>0,(((a+b-1)c-b)(c-1))/c>0,

-(ac+bc+c2-b-4c)/(2c)>-1,-(ac+bc+c2-b-4c)/(2c)<1}。
运用多项式判别理论[28-29],可以求得半代数系统S11 的解为:{1<c<3,0<a<1,-(c(a-1))/(c-1)<

b<-(c(a-3))/(c-1)},S12 的解为:{1<c<3,a=1,0<b<(2c)/(c-1),1<c<3,a>1,b>-(c(a-3))/
(c-1)}。
3)

 

若E4 是不稳定结点,则J(F(E4))的特征值的绝对值或者都小于1,或者都大于1,那么此时参数条件有

下列3种情形,分别为:a)
 

PE4
(1)<0,PE4

(-1)<0,Δ(pE)>0;b)
 

PE4
(1)>0,PE4

(-1)>0,Δ(pE)≥0,t*<
-1;c)

 

PE4
(1)>0,PE4

(-1)>0,Δ(pE)≥0,t*>1。
运用情形2)中同样的方法,可以得到半代数系统S21、S22、S31、S32、S41 和S42。进一步,求解以上半代数系

统,可以得到如下参数范围:a)
 

c>3,0<a<1,b>-(c(a-3))/(c-1);b)
 

c>3,a=1,b>(2c)/(c-1);c)
 

c>3,
1<a<3,b>-(c(a-3))/(c-1);d)

 

c>3,a≥3,b>0。
4)

 

若E4 是鞍点,则J(F(E4))的特征值的绝对值一个小于1,另一个大于1,那么此时参数条件有下列2种
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情形,分别为:a)
 

PE4
(1)<0,PE4

(-1)>0,Δ(pE)>0,t*>-1;b)
 

PE4
(1)>0,PE4

(-1)<0,Δ(pE)>0,t*<1。
此时运用情形2)中同样方法,可以得到与之对应的半代数系统S51、S52、S61、S62。进一步地,求得参数范围

为:a)
 

1<c<3,0<a<1,-(c(a-3))/(c-1)<b;b)
 

1<c<3,a=1,b>(2c)/(c-1);c)
 

1<c<3,1<a<3,

b>-(c(a-3))/(c-1);d)
 

1<c<3,a≥3,b>0;e)
 

c>3,0<a<1,-(c(a-1))/(c-1)<b<-(c(a-3))/
(c-1);f)

 

c>3,a=1,0<b<(2c)/(c-1);g)
 

c>3,1<a<3,0<b<-(c(a-3))/(c-1)。
最后,将上述证明过程中所得结果列于表4。 证毕

2 不动点的局部分支

对于模型(4)的不动点E1、E2、E3 以及E4 在非双曲的情形下发生不同的分支现象,这里仅证明模型(4)在

不动点E4 处发生flip分支,其余不动点附近的flip分支可进行类似分析。
定理1 当模型(4)满足下列情形之一时,在E4 附近产生flip分支:1)

 

1<c<3,1<a<3,b=-(c(a-3))/
(c-1);2)

 

c>3,a=1,b=(2c)/(c-1);3)
 

c>3,0<a<1,b=-c(a-3)/(c-1);4)
 

1<c<3,a=1,b=(2c)/
(c-1);5)

 

c>3,1<a<3,b=-c(a-3)/(c-1);6)
 

c>3,a=3,b=0;7)
 

c=3;8)
 

1<c<3,0<a<1,b=
-c(a-3)/(c-1);9)

 

1<c<3,a=3,b=0。
证明 仅需证明当参数跨过曲线L5∶={(a,b,c)1<c<3,0<a<1,b=-c(a-3)/(c-1)}时,模型(4)在

E4 附近产生flip分支,其余情况类似可证。
令δ=b+c(a-1)/(c-1),则b=δ-c(a-1)/(c-1),同时,在模型(4)中令(x,y)=(u+(bc+ac-b-

c)/(ca),v+(c-1)/c),以u 和v 为变量将上述变换得到的映射进行Taylor展开后,得到如下映射:

Φa,c:
u
v  →

-
u(cδ+c-δ)

c -
v(cδ+2c-δ)(ac-cδ-3c+δ)

(c-1)ac -au2-

vu(ac-cδ-3c+δ)
c-1 +O(|(u,v)|4)

-v(c-2)-v2c+O(|(u,v)|4)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

此时,该映射对应系统在E4 处的Jacobian矩阵为:

J(Φa,c(E4))=
-
(cδ+c-δ)

c -
(cδ+2c-δ)(ac-cδ-3c+δ)

(c-1))ac
0 -c+2  ,

它的特征值为:-(cδ+c-δ)/c和-c+2,相应的特征向量分别为(1,0)T 和

(((cδ+2c-δ)(ac-cδ-3c+δ))/((c-1)a(c2-cδ-3c+δ)),1)T。
进一步地,对映射Φa,c 做变换(u,v)T=H1(μ,ν)T,其中:

H1=
1
(cδ+2c-δ)(ac-cδ-3c+δ)
(c-1)a(c2-cδ-3c+δ)

0 1  ,
通过计算可以得到映射:

Φ􀮨a,c:
μ
ν  →

-
(cδ+c-δ)μ

c -
ν(a2c2+abc2-2ac2δ-bc2δ+c2δ2-abc-6ac2+2acδ)

a(c-1)2
-

ν(6c2δ-2cδ2-3bc2+2bcδ+3bc-bδ+9c2-6cδ+δ2)
a(c-1)2

-aμ2-

(ac3+ac2δ-c3δ-c2δ2+ac2-acδ-3c3-3c2δ+2cδ2-3c2+4cδ-δ2)νμ
(c-1)(c2-cδ-3c+δ)

-

ν2(a2c2δ-ac3δ-ac2δ2+c3δ2+2a2c2-a2cδ-2ac3-4ac2δ+2acδ2+5c3δ)c2

a(c2-cδ-3c+δ)2(c-1)
-

ν2(6ac2-2c2δ2+5acδ-aδ2+6c3-5c2δ+cδ2)c2

a(c2-cδ-3c+δ)2(c-1)
+O(|(μ,ν)|4)

-(c-2)ν-ν2c+O(|(μ,ν)|4)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。
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选择δ作为分支参数,将映射Φ􀮨a,c 转换为如下形式:

Φ􀮨a,c:
μ
δ
ν  →

-
(cδ+c-δ)μ

c -
ν(a2c2+abc2-2ac2δ-bc2δ+c2δ2-abc-6ac2+2acδ)

a(c-1)2
-

ν(6c2δ-2cδ2-3bc2+2bcδ+3bc-bδ+9c2-6cδ+δ2)
a(c-1)2

-aμ2-

(ac3+ac2δ-c3δ-c2δ2+ac2-acδ-3c3-3c2δ+2cδ2-3c2+4cδ-δ2)νμ
(c-1)(c2-cδ-3c+δ)

-

ν2(a2c2δ-ac3δ-ac2δ2+c3δ2+2a2c2-a2cδ-2ac3-4ac2δ+2acδ2+5c3δ)c2

a(c2-cδ-3c+δ)2(c-1)
-

ν2(6ac2-2c2δ2+5acδ-aδ2+6c3-5c2δ+cδ2)c2

a(c2-cδ-3c+δ)2(c-1)
+O(|(μ,ν)|4)

δ
-(c-2)ν-ν2c+O(|(μ,ν)|4)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

进一步对上述包含参数δ的系统进行讨论。该系统对应Jacobian矩阵的两个特征值在单位圆盘上,根据中

心流形定理[30],此系统存在一个二维C2 中心流形:

Wc
1s={(μ,δ,ν)∈R3:ν=h1(μ,δ)},μ <ε1,δ <ε2,

其中:h1(μ,δ)是(0,0)附近的一个C2 函数,而且满足h1(0,0)=0,Dh1(0,
 

0)=0,ε1、ε2 是充分小的正常数。因

为h1 是C2 光滑的,于是h1 满足形式ν=h1(μ,δ)=d11μ2+d12μδ+d13δ2+O(|(μ,δ)|3),其中d11、d12 和d13

是待定系数。于是根据上述关系式,可以得到:

h1(-((cδ+c-δ)μ)/c-((h1(μ,δ))(a2c2+abc2-2ac2δ-bc2δ))/(a(c-1)2)-
((h1(μ,δ))(6c2δ-abc-6ac2+2acδ-2cδ2-3bc2))/(a(c-1)2)-

((h1(μ,δ))(3bc+2bcδ-bδ+9c2-6cδ+δ2+c2δ2))/(a(c-1)2)-aμ2-
((ac3+ac2δ-c3δ-c2δ2+ac2-acδ)(h1(μ,δ))μ)/((c-1)(c2-cδ-3c+δ))-
((-3c3-3c2δ+2cδ2-3c2+4cδ-δ2)(h1(μ,δ))μ)/((c-1)(c2-cδ-3c+δ))-

((h1(μ,δ))2(a2c2δ-ac3δ-ac2δ2+c3δ2+2a2c2-a2cδ)c2)/(a(c2-cδ-3c+δ)2(c-1))-
((h1(μ,δ))2(-2ac3-4ac2δ+2acδ2+5c3δ)c2)/(a(c2-cδ-3c+δ)2(c-1))-

((h1(μ,δ))2(6ac2-2c2δ2+5acδ-aδ2+6c3-5c2δ+cδ2)c2)/(a(c2-cδ-3c+δ)2(c-1))+
O(|(μ,(h1(μ,δ)))|3),δ)=-(c-2)h1(μ,δ)-(h2(μ,δ))2

对上面的等式两边进行化简,并对变量δ、μ 进行Taylor展开,
 

比较δ2、δμ 和μ2 的系数,可得:d11(c-1)=0,

d12(c-3)=0,d13(c-1)=0,即:d11=0,d12=0,d13=0。因此,ν=h1(μ,δ)=O(|(μ,δ)|3)。那么模型(4)可以

转化成:

μ
δ  → -((cδ+c-δ)μ)/c-aμ2+O(|(μ,δ)|4)

δ  ,
于是就可以得到一个一维的系统,它相应的一维映射为:μ g11∶=-((cδ+c-δ)μ)/c-aμ2+O(|(μ,δ)|4),
易知:

∂2g11

∂μ∂δ (μ,δ)=(0,0)
=-

(c-1)
c

,∂
3g11

∂μ3
(μ,δ)=(0,0)

=0,
∂2g11

∂μ2
(μ,δ)=(0,0)

=-2a,

考虑到参数的取值范围是1<c<3,0<a<1,b=-c(a-1)/(c-1),因此有:

1
2
∂2g11

∂μ2
(μ,δ)=(0,0)  

2

+
1
3
∂3g11

∂μ3
(μ,δ)=(0,0)  ≠0,∂

2g11

∂μ∂δ (μ,δ)=(0,0)
≠0。

于是证明了当1<c<3,0<a<1,b=-(c(a-1))/(c-1),模型(4)在不动点E4 处产生了flip分支[31]。 证毕

通过讨论表3中不动点E3 的非双曲的情形,可以得到以下结论。
定理2 对于不动点E3,当模型(4)的参数取值满足情形1)

 

1<c<3,0<b<c/(c-1),a=-(bc-b-c)/c
或2)

 

c>3,0<b<c/(c-1),a=-(bc-b-c)/c时在E3 附近产生transcritical分支;而在参数取值为c=3时
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模型(4)在E3 附近产生flip分支。
证明 仅需证明当参数跨过曲线L6∶={(a,b,c)|1<c<3,0<b<c/(c-1),a=-(bc-b-c)/c}时,模型

(4)在E3 附近产生transcritical分支,E3 其余局部分支情况类似可证。
令ϑ=a+(bc-b-c)/c,则a=ϑ-(bc-b-c)/c。同时,在模型(4)中令(x,y)=(ρ,+(c-1)/c)。进一

步地,以ρ和 为变量将得到的映射进行Taylor展开,于是可得如下映射:

Fb,c:
ρ  → (ϑ+1)ρ+

(bc-ϑc-b-c)ρ2

c +bρ +O(|(ρ,)|3)

-(c-2)- 2c+O(|(ρ,)|3)  。
选择ϑ作为分支参数,则可以把上述映射转换为:

F
~
b,c:

ρ
ϑ  →

(ϑ+1)ρ+
(bc-ϑc-b-c)ρ2

c +bρ +O(|(ρ,)|3)

ϑ
-(c-2)- 2c+O(|(ρ,)|3)

􀮠

􀮢

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

考虑上述包含参数ϑ的系统F
~
a,c。该系统对应的Jacobian矩阵存在2个特征值在单位圆盘上,根据中心流

形定理,此系统存在一个二维C2 中心流形:

Wc
2s={(ρ,ϑ,)∈R3:=h2(ρ,ϑ)},|ρ|<η1,|ϑ|<η2,

其中:h2(ρ,ϑ)是(0,0)附近的一个C2 函数,且满足h2(0,0)=0,Dh2(0,0)=0;η1、η2 是充分小的正常数。由于

h2 是C2 光滑的,于是h2 满足形式 =h2(ρ,ϑ)=d21ρ2+d22ρϑ+d23ϑ2+O((ρ,ϑ)3),其中d21、d22 和d23 是

待定系数。进一步地,根据上述关系式,可以得到:

h2((ϑ+1)ρ+((bc-ϑc-b-c)ρ2)/c+bρh2(ρ,ϑ),ϑ)=-(c-2)h2(ρ,ϑ)-h2(ρ,ϑ)2。
对上述等式两边进行化简,并对变量ϑ、ρ进行Taylor展开,比较ϑ2、ϑρ和ρ2 的系数,可以得到:d21c2(c-1)=0,

d22c2(c-1)=0,d23c2(c-1)=0,即:d21=0,d22=0,d23=0,因此 =h2(ρ,ϑ)=O((ρ,ϑ)3)。于是模型(4)可
以转化成:

ρ
ϑ  → (ϑ+1)ρ+

(bc-ϑc-b-c)ρ2

c +O((ρ,ϑ)3)

ϑ  。
进一步考虑一维映射:ρ g21∶=(ϑ+1)ρ+((bc-ϑc-b-c)ρ2)/c+O((ρ,ϑ)3),易得:

∂2g21

∂ρ∂ϑ (ρ,ϑ)=(0,0)
=1,
∂2g21

∂ρ2 (ρ,ϑ)=(0,0)
=
2bc-2b-2c

c
。

根据参数的取值范围1<c<3,0<b<c/(c-1),a=-(bc-b-c)/c,可以得到:

∂2g21

∂ρ∂ϑ (ρ,ϑ)=(0,0)
≠0,
∂2g21

∂ρ2 (ρ,ϑ)=(0,0)
≠0。

因此,在1<c<3,0<b<c/(c-1),a=-(bc-b-c)/c情形下,模型(4)在不动点E3 处产生了transcritical分

支[31]。 证毕

从定理2的证明可知:对于不动点E3,当参数取值为1<c<3,0<b<c/(c-1),a=-(bc-b-c)/c时,模
型(4)产生transcritical分支。这意味着对于任意的1<c<3,0<b<c/(c-1),如果0<a<-(bc-b-c)/c,系
统仅存在1个不动点E3,且是稳定结点,此时不动点E4 不存在生物学意义;如果a=-(bc-b-c)/c,E3 和E4

重合;如果a>-(bc-b-c)/c,E3 和E4 同时存在,且E3 是鞍点。此外,对于任意的a>0,b>0,c>1,映射

F
~
b,c 不仅存在1个在原点O 附近与 轴相切的一维稳定流形,而且存在1个与 =0(i.e.,(ρ,ϑ)平面)相切的二

维中心流形。进一步地,F
~
b,c 在这个中心流形上产生了transcritical分支,

 

那么不动点在ϑ=0稳定性发生改变,
这意味着原系统也有1个使不动点E3 稳定性发生改变的阈值,即{(a,b,c)|1<c<3,0<b<c/(c-1),a=
-(bc-b-c)/c}。从上述阈值可知:1)

 

对于任意的1<c<3,0<b<c/(c-1),0<a<-(bc-b-c)/c,如果最

初捕食者的数量接近0,食饵的数量在(c-1)/c附近,那么捕食者的数量将会逐渐减少直至灭绝,而食饵的数量

仍然将会维持在(c-1)/c附近;2)
 

对于任意的1<c<3,0<b<c/(c-1),a>-(bc-b-c)/c,如果最初捕食者
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的数量接近0,食饵的数量在(c-1)/c附近,那么捕食者的数量将会逐渐增加,最后维持在(bc+ac-b-c)/(ac)
附近,而食饵的数量仍然将会维持在(c-1)/c附近。其余不动点附近分支现象的生物学意义可进行类似描述。

运用定理1与定理2中相同的方法,对于不动点E1 和E2 可以得出如下结论。
定理3 对于不动点E1,当模型(4)的参数取值满足情形1)

 

0<c<1,a=1或2)
 

c=1或3)
 

c>1,a=1时,
在E1 附近产生transcritical分支。对于不动点E2,当模型(4)的参数取值满足情形1)

 

0<c<1,a=3或2)
 

c>1,

a=3时,在E2 附近产生flip分支;而当模型(4)的参数取值为c=1时,在E2 附近产生transcritical分支。

3 数值模拟

上一节中已经证明不动点E2,E3,E4 均发生了flip分支,本节使用 Maple2019及 Matlab
 

R2022a软件进行

数值模拟,以验证前文结果的正确性。
首先,对于不动点E2,由上一节可知在参数取值为0<c<1,a=3时,E2 附近产生了flip分支,因此选择a

作为分支参数,取b=2,c=0.95,初始点为(0.5,0.4),在 Maple2019中模拟出模型(4)在(a,x,y)-空间的分支

图。由图3可知,当0<c<1,a=3时,不动点E2 附近确实产生了flip分支。此外,还可以从该图中发现当参数

a>3.5时,模型(4)出现混沌。进一步在 Matlab
 

R2022a中给出了这种情形下模型(4)相应的Laypunov指数

图。从图4可知,模型(4)的Laypunov指数在a=3.5时首次出现大于0现象,这从另一个方面验证了模型(4)
在参数a>3.5时确实产生了混沌。不动点E2 在其他情形下产生的flip分支及混沌现象可类似模拟得出。

其次,对于不动点E3,由上一节可知在参数取值为c=3时,E3 附近产生了flip分支,因此选择c作为分支

参数,取b=4,a=1.1,初始点为(0.1,0.4),在 Maple2019中模拟出模型(4)在(c,x,y)-空间的分支图。从图5
可以看到,当c=3时,在E3 附近产生了flip分支。此外从该图还可以发现,当c>2.85时,模型(4)产生了混

沌。进一步在 Matlab
 

R2022a中给出了该情形下模型(4)相应的Laypunov指数图。从图6可以看到,当参数c
取值在2.85附近时Laypunov指数大于0,这进一步验证了当参数c>2.85时,模型(4)确实产生了混沌。不动

点E3 在其他情形下发生的flip分支及混沌现象可类似模拟得出。

图3 不动点E2 在0<a<1,c=3附近

产生flip分支,此时b=2,c=0.95,

初始点为(0.5,0.4)

Fig.3 The
 

fixed
 

point
 

E2
 generates

 

a
 

flip
 

bifurcation
 

near
 

0<a<1,
 

c=3,
 

where
 

b=2,
 

c=0.95,
 

and
 

the
 

initial
 

point
 

is
 

(0.5,
 

0.4)

图4 不动点E2 在a>3.5,c=3附近

产生了混沌,此时b=2,c=0.95,

初始点为(0.5,0.4)

Fig.4 The
 

fixed
 

point
 

E2
 generate

 

chaos
 

near
 

a>3.5,
 

c=3,
 

where
 

b=2,
 

c=0.95,
 

and
 

the
 

initial
 

point
 

is
 

(0.5,
 

0.4)
 

图5 不动点E3在c=3附近

产生flip分支,此时b=4,a=1.1,

初始点为(0.1,0.4)

Fig.5 The
 

fixed
 

point
 

E3
 generates

 

a
 

flip
 

bifurcation
 

near
 

c=3,
 

where
 

b=4,
 

a=1.1,
 

and
 

the
 

initial
 

point
 

is
 

(0.5,
 

0.4)

最后,对于不动点E4,由上一节可知当参数取值在1<c<3,1<a<3,b=-(c(a-3))/(c-1)时,E4 附近

产生了flip分支,于是选择b作为分支参数,取a=1.01,c=2.9初始点为(1.4,0.2),在 Maple2019中模拟出模

型(4)在(b,x,y)-空间的分支图。由图7可知,当1<c<3,1<a<3,b=-(c(a-3))/(c-1)时,E4 产生了flip
分支。从该图也可以发现:随着参数变化,即当b>3.9时,模型(4)产生了混沌现象。进而在 Matlab

 

R2022a中

绘制出这种情形下模型(4)相应的Laypunov指数图。由图8可知当b>3.9时,模型(4)确实发生了混沌。不动

点E4 在其他情形下发生的flip分支及混沌现象可类似模拟得出。
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图6 不动点E3 在c>2.85附近

产生混沌,此时b=4,a=1.1,

初始点为(0.1,0.4)

Fig.6 The
 

fixed
 

point
 

E3
 generates

 

chaos
 

near
 

c>2.85,
 

where
 

b=4,
 

a=0.95,
 

and
 

the
 

initial
 

point
 

is
 

(0.1,
 

0.4)

图7 不动点E4 在1<c<3,1<a<3,

b=-(c(a-3))/(c-1)附近产生flip分支,

此时a=1.01,c=2.9,初始点为(1.4,0.2)

Fig.7 The
 

fixed
 

point
 

E4
 generates

 

a
 

flip
 

bifurcation
 

near
 

1<c<3,
 

1<a<3,
 

b=-(c(a-3))/(c-1),
 

where
 

a=1.01,
 

c=2.9,
 

and
 

the
 

initial
 

point
 

is
 

(1.4,
 

0.2)

图8 不动点E4 在b>3.9附近

产生了混沌,此时a=1.01,c=2.9,

初始点为(1.4,0.2)

Fig.8 The
 

fixed
 

point
 

E4
 generates

 

chaos
 

near
 

b>3.9,
 

where
 

a=1.01,
 

c=2.9,
 

and
 

the
 

initial
 

point
 

is
 

(1.4,
 

0.2)
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Dynamic
 

Properties
 

of
 

a
 

Coupled
 

Logistic
 

Model

YU
 

Jiangqiong1,
 

LIU
 

Na2,
 

YU
 

Zhiheng1

(1.
 

School
 

of
 

Mathematics,
 

Southwest
 

Jiaotong
 

University,
 

Chengdu
 

611756;

2.
 

School
 

of
 

General
 

Education,
 

Chengdu
 

Industry
 

and
 

Trade
 

College,
 

Chengdu
 

611731,
 

China)

Abstract:
 

Discuss
 

the
 

dynamic
 

properties
 

of
 

a
 

class
 

of
 

discrete
 

predator-prey
 

models,
 

and
 

analyze
 

the
 

discrete
 

system
 

corresponding
 

to
 

the
 

model
 

by
 

using
 

polynomial
 

complete
 

discriminant
 

system
 

and
 

central
 

manifold
 

theorem.
 

The
 

topological
 

classification
 

of
 

the
 

fixed
 

points
 

of
 

the
 

model
 

was
 

given
 

by
 

the
 

polynomial
 

complete
 

discrimination
 

system,
 

and
 

the
 

parameter
 

conditions
 

for
 

the
 

fixed
 

points
 

in
 

non-hyperbolic
 

cases
 

were
 

found.
 

By
 

using
 

central
 

manifold
 

theorem
 

proves
 

that
 

the
 

model
 

undergoes
 

transcritical
 

and
 

flip
 

bifurcations
 

near
 

fixed
 

points.
 

The
 

correctness
 

of
 

the
 

above
 

results
 

was
 

further
 

verified
 

through
 

numerical
 

simulation,
 

and
 

the
 

corresponding
 

Laypunov
 

exponent
 

was
 

provided
 

to
 

demonstrate
 

that
 

the
 

model
 

produces
 

chaotic
 

phenomena
 

under
 

certain
 

parameter
 

conditions.
 

The
 

research
 

results
 

show
 

that
 

the
 

model
 

under
 

discussion
 

can
 

generate
 

dynamic
 

properties
 

such
 

as
 

transcritical
 

bifurcatin,
 

flip
 

bifurcation,
 

and
 

chaos
 

under
 

certain
 

parameter
 

conditions.
Keywords:

 

coupled
 

logistic
 

model;
 

bifurcation;
 

polynomial
 

complete
 

discriminant
 

system;
 

central
 

manifold;
 

Laypunov
 

exponents
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