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摘要：广义凸性在数学规划与最优化理论中具有十分重要的作用。本文通过将对多元实值函数的研究转化为对单

变量的实值函数的研究，首先证明了当 ! 为关于 ! 的不变凸集，! 满足条件 2，" 满足条件 B 时，对任意给定的 #，$"
!，#""［#，$］，%（"）& "（$ ’ "!（#，$））是凸函数当且仅当 " 为关于 ! 的预不变凸函数。在此基础上建立了二次连

续可微的预不变凸函数的一个等价条件：设!为关于!的开不变凸集，!满足条件2，"二次连续可微且满足条件B，则

" 关于 ! 为预不变凸函数等价于##，$" !，!（#，$）J " "（#）!（#，$）$ #。本文的结果为判断函数的预不变凸性提供

了新的思路。
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! ! 文献［$H"］研究了凸性及其推广形式在数学规划与最优化理论中的应用。作为对凸函数的推广，L’/<,/
在文献［*］介绍了不变凸函数的概念并在不变凸性条件下证明了 M-3/HJ-?N;. 条件的充分性。在此基础上，

O;6. 等人在文献［IH%］中引入了预不变凸函数的概念并研究了预不变凸性在多目标规划中的应用。目前已

有大量文献对函数的预不变凸性进行了深入研究［FHE］。特别地，文献［E］在半连续性条件下研究了函数的预

不变凸性的一些判别准则，为验证函数的预不变凸性提供了方法。

本文在一定条件下，从不同的角度对函数的预不变凸性进行了研究，给出了一个二次连续可微的预不变

凸函数的充分必要条件。

$ 预备知识

以下如无特别说明，假定非空集 !% !(，" P!& !，!：! ) !& !(。

定义 $［I*%］! ! 为不变凸集。若’! 满足##，$" !，#""［#，$］，$ ’ "!（#，$）" !。

定义 "［I*%］! ! 为关于 ! 的不变凸集。称 " 为关于 ! 的预不变凸函数，如果 ##，$ " !，#" "［#，$］，

"（$ ’ "!（#，$））(""（#）’（$ + "）"（$）。

定义 *［)］! 向量值函数 ! 满足条件 2 是指##，$" !，#""［#，$］，,$ P !（$，$ ’ "!（#，$））& + "!（#，$），

," P !（#，$ ’ "!（#，$））&（$ + "）!（#，$）。

定义 I［Q］! " 满足条件 B 是指##，$" !，"（$ ’ !（#，$））( "（#）。

引理 $［$］! ! 为开子集，" 是二次连续可微的，则 " 是凸函数当且仅当 L;<<6’/ 矩阵在 ! 上是半正定的。

若 " P（-，.）& ! 是二次可微的，则 " 是凸函数当且仅当 "/（#）$ #，##"（-，.）。

" 主要结论及其证明

在文献［$］中建立了下面的结果。

! 为凸集，对任意给定的 #，$" !，#""［#，$］，令 %（"）& "（$ ’ "（# + $）），则 "（#）为凸函数当且仅

当 %（"）是凸函数。
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下面给出该结论的推广，建立预不变凸函数的一个等价条件。

定理 !" ! 为关于 ! 的不变凸集，! 满足条件 #，" 满足条件 $。对任意给定的 #，$" !，#""［%，!］，令

%（"）& "（$ ’ "!（#，$）），则 "（#）为关于 ! 的预不变凸函数当且仅当 %（"）是凸函数。

定理 ! 的证明思路和文献［!%］中的定理 ! 类似。

下面利用定理 ! 建立二次连续可微的预不变凸函数的一个等价条件。

定理&" ! 为关于 !的开不变凸集，!满足条件 #，" 二次连续可微且满足条件$，则 "（#）关于 !为预不变

凸函数等价于##，$" !，!（#，$）’ & "（#）!（#，$）$ %。

证明 " 假定 "（#）是二次连续可微的且关于!为预不变凸函数，则通过定理!可知，对任意给定的 #，$"!，

%（"）& "（$ ’ "!（#，$））是定义在［%，!］上的二次连续可微的凸函数。利用引理! 有#""（%，!），%(（"）$%。

而

%)（"）& !（#，$）’ "（$ ’ "!（#，$）），%(（"）& !（#，$）’ & "（$ ’ "!（#，$））!（#，$）

这样 %(（"）& !（#，$）’ & "（$ ’ "!（#，$））!（#，$）$ %。

由 " 的二次连续可微性，令 "& % ’ ，!（#，$）’ & "（$）!（#，$）$ %。

另一方面，假定对任意给定的 #，$" !，!（#，$）’ & "（$）!（#，$）$%。那么，由条件 # 可得，#""（%，!），

$ ’ "!（#，$）" !。故

!（#，$ ’ "!（#，$）） & "（$ ’ "!（#，$））!（#，$ ’ "!（#，$））$ %
从而（! * "）&!（#，$）’ & "（$ ’ "!（#，$））!（#，$）$ %。即 !（#，$）’ & "（$ ’ "!（#，$））!（#，$）$ %。于是得到

%(（"）$ %。再使用引理 ! 和定理 !，可知 "（#）是关于向量值函数 ! 的预不变凸函数。 证毕

定理 ! 提供了一种新的判断函数的预不变凸性的方法，如例 ! 所示。

例 !" 假定 ! &（ * &，* !）)（!，&）且 !（#，$）&

# * $，* & + # + * !，* & + $ + * !
# * $，! + # + &，! + $ + &

* !
& ，! + # + &，* & + $ + * !

!
& ，* & + # + * !，! + $ +











 &

，可以验证 !

满足条件#。令 "为 "（#）&
# ’ !( )&

&
，* & + # + * !

# * !( )&
&
，! + # +{ &

，可以验证函数 "（#）是二次连续可微的且满足条件$。

此外，对任意的 #，$" !，可以验证 !（#，$）’ & "（#）!（#，$）$ %。故由定理 & 可知函数 " 关于 ! 是预不变

凸函数。
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