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摘要：主要研究两类重要的、具有特殊性质的矩阵———广义酉矩阵和广义 J;.86=; 矩阵。对广义酉矩阵和广义 J;.H
86=; 矩阵的性质进行了推广，得到几种新的判别广义酉矩阵和广义 J;.86=; 矩阵的判别条件：若 !" "#

# 相似于一个

酉矩阵 $，则 ! 是 # 阶 %& 广义酉矩阵；已知 ! 可对角化，则 ! 为 # 阶 %& 广义酉矩阵的充分必要条件是 ! 相似于一个

酉矩阵；若 ! 为广义 %& 酉矩阵，则 ! 是广义 %! & 酉矩阵；若 ! 为实矩阵，则 ! 为广义 J;.86=; 矩阵；若 ! 为 # 阶广义

%&J;.86=; 矩阵，则 ! 为 # 阶广义 %! &J;.86=; 矩阵。给出了广义酉矩阵的特征值：如果 !# # 是 ! 的特征值，那么 $ ’ !
是 !! 的特征值；当 ! 为实矩阵时，$ ’ ! 也是 ! 的特征值。
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$ 引言及符号

酉矩阵和（斜）J;.86=; 矩阵的研究已经取得了丰富的研究成果，它们在优化理论、计算数学、信号分析

等诸多领域中都有着举足轻重的地位。但随着应用的需要和研究的深入，酉矩阵和 J;.86=; 矩阵的许多推

广也应运而生［$H"］。特别是近年来，进一步提出了广义酉矩阵和广义 J;.86=; 矩阵的概念［*HL］。本文进一步

研究广义酉矩阵和广义 J;.86=; 矩阵的性质，这无论是对于深入研究矩阵理论，还是对于应用研究（ 如辛几

何、信号分析、物理学等）都很有价值。为叙述方便，!M与 !!分别表示矩阵 ! 的转置和共轭转置，"( N #表示

所有 ( N # 复矩阵的集合，"#
# 表示所有 # 阶复可逆矩阵的集合，)( N #（!）表示所有 ( N # 实矩阵的集合，;6"

O ?,<" P 6<6/"，（""!，6 表示纯虚数）。

定义 $［*］! 设 !""# N #，若存在 %""#
# 使 !!%! O %，则称 ! 为 # 阶 %&广义酉矩阵；记为 !"$% {O !"

"# N # !!%! O }% 。

定义 "［*］! 设 !""# N #，若存在 %""#
# 使 !!% O %!（!!% O Q %!），则称 ! 为 # 阶 %&广义 J;.86=; 矩阵

（广义斜 J;.86=; 矩阵）；记为 !"*+ {O !""# N # !!% O }%! （!"*+ {O !""# N # !!% O Q }%! ）。

定义 *! 设矩阵 !")# N #（!），如果存在 # 阶实可逆矩阵 ,，使得 !M, O ,!，则称 ! 为广义实对称矩阵。

" 广义酉矩阵与广义 J;.86=; 矩阵的一些性质

定理 $! 若 !""#
# 相似于一个酉矩阵 $，则 ! 是 # 阶 %&广义酉矩阵。

证明! 因为 !""#
# 相似于一个酉矩阵 $，所以存在可逆矩阵 - 使 ! O - Q $$-。又因为酉矩阵 $ 及 ! 非奇

异，所以 ! Q $ O - Q $$!-，!! O -!$!（- Q $）!，从而

$! O -! Q $- Q $，!! O -!-! Q $- Q $（- Q $）! O（-!-）! Q $（-!-）Q $

于是令 -!- O %，故有 !!%! O %，这说明 ! 是 # 阶 %&广义酉矩阵。 证毕

由上述的证明过程得

推论 $! 若 !""#
# 相似于一个酉矩阵 $，则 ! Q $与 !!相似。
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定理 !" 已知 ! 可对角化，则 ! 为 " 阶 #$广义酉矩阵的充分必要条件是 ! 相似于一个酉矩阵。

证明" 必要性：因为 ! 可对角化及为 " 阶 #$广义酉矩阵，所以存在可逆矩阵 %，使得 ! # %!% $ %，其中 !
为可逆对角矩阵，于是 ! $ % # %! $ %% $ %和 !! #（% $ %）!!!%!以及 ! $ % 与 !!相似。又因为相似矩阵有相同的

特征值以及必要时对 ! $ %（或 !）作相应的行列变换，因此总可以假定 ! $ % # !!，由此可假定对角矩阵 ! #
&’() *’"%，⋯，*’"{ }" ，（" &"!，& # %，⋯，"），显然它是酉矩阵，故 ! 相似于一个酉矩阵，其中 *’" # +,-" . ’-’/"，（"
"!，’ 表示纯虚数）。

充分性：定理 % 已证。 证毕

定理 0" 已知 ! 是 " 阶 #$广义酉矩阵。如果 ##1 是 ! 的特征值，那么 % # 是 !!的特征值；当 ! 为实

矩阵时，% # 也是 ! 的特征值。

证明" 因为 ! 是 " 阶 #$广义酉矩阵，所以存在可逆矩阵 # 使得 !!#! # #。若设 ##1 是 ! 的特征值，$
为对应的特征向量，则 !!#!$ # #!!#$ # #$；因为 # 可逆且 $#1，所以 #$#1。于是 % # 为 !!的特征值，

其中 #$ 为对应的特征向量。

因为 ! 是 " 阶 #$广义酉矩阵且又为实矩阵，所以 ! $ %相似于 !!，从而有 # &（! $ % ）# # &（!!）#$# &（!2）#
$# &（!），& # %，⋯，"。由定理 0 的证明过程知 % # & # # &，所以实矩阵 ! 的特征值为 % #。 证毕

定理 3" 若 ! 为广义 #$酉矩阵，则 ! 是广义 #!$酉矩阵。

证明" 因为 ! 为广义 #$酉矩阵，所以 !!#! # #，于是 !!#!! #（!!#!）! # #!，故 ! 是广义 #!$酉矩

阵。 证毕

定理 4" 若 ! 为实矩阵，则 ! 为广义 5*67’8* 矩阵。

证明" 对任意矩阵 !"’" 9 "（!），则 ! 可分解为 ! # ( $ %)(，其中 ) 为 ! 的 :,6&*/ 标准型，于是 !! # !2 #
(2)2（( $ %）2。但对 ) 中任一 :,6&*/ 块
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使得 )2 # %)% $ %则 !2 # (2%(!( $ %% $ %（( $ %）2 #（(2%(）!（(2%(）$ %，易知 ! 为广义 5*67’8* 矩阵。 证毕

推论 !" 若 ! 为实矩阵，则 ! 为广义对称矩阵。

定理 ;" 若 ! 为 " 阶广义 #$5*67’8* 矩阵，则 ! 为 " 阶广义 #!$5*67’8* 矩阵。

证明" 因为 ! 为 " 阶广义 #$5*67’8* 矩阵，所以 !!# # #!，于是 !!#! #（#!）! #（!!#）! # #!!，则 !
是 #!$广义 5*67’8* 矩阵。 证毕
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