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新环状势的 H(94-GI+,J+-方程束缚态解!

闫秀明，胡先权
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摘要：H(94-GI+,J+-方程可以描述自旋为零或整数相对论运动粒子。强耦合条件下，环状非中心势是一类重要的势函数，

H(94-GI+,J+-方程可描述非中心势这类系统的性质。本文提出了一种新的环!（"，!）# "
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了用广义连带勒让德多项式表示的归一化角向波函数和用合流超几何函数表示的归一化径向波函 /1"，& #

, &
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（1" $ & $ $）" $ ""，进而获得了精确的束缚态能谱方程，符合苯分子的电子云分布。
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! ! 在强耦合条件下，势场中运动粒子的相对论效
应变得十分重要，而在考虑到相对论效应时，处于势

场中的运动粒子需要用 H(94-GI+,J+- 方程或 @4,.>
方程描述［$#。在以前的研究中，人们已求得了在

M’(;19-势［"G*#，M.,;6.-- 势［KGN#，OP:>1(GQ9((9, 势［D#，
R++JG=.S+- 势［$#G$$#，H,.;T9, 势［$"#，无反射势［$C#，
;.-"（!’"）势［$*#，U+:9-GV+,:9 势［$K#，非 谐 振 子
势［$EG$N#，V.W.,+8［$D#等势函数中标量势等于或大于
矢量势的 H(94-GI+,J+- 方程或 @4,.> 方程的束缚态
解。这些势函数是在研究复杂的多电子原子，多原

子分子的转动G振动能级结构，环状分子之间的相
互作用，变形核子之间的相互作用，量子流体系统的

相关态以及量子点共振隧穿中能带结构等相对论问

题中发展起来的相互作用势模型，其中绝大多数为

非中心势。

在量子力学中谐振子势是一个可精确求解的势

函数，并有着广泛的应用。球谐振子势作为原子核

壳层结构的有心势，很好地描述了核的单粒子运动。

然而考虑双原子分子势的典型势函数时，实际原子

核会偏离轴对称及球对称谐振子模型，提出了一些

非球谐振子模型，由球谐振子势和其他形式的附加

势构成非中心势，而环状分子势属于非中心势，这

类势函数能够用来描述环状分子（如苯分子）的模

型及变形核子之间的相互作用，在量子化学及核物

理研究中有不少的应用。近年来，微观粒子在非球

谐振子势场中的相对论效应引起了物理学界的广泛

兴趣，并已取得一些有意义的结果。这些研究包括

了典型环形非球谐振子势［"#G""#，谐振子势加上负

" 次幂函数势构成的混合势［$%G$N#等。这些势函数的
特点为库仑势附加上 $ 项或者 " 项非中心势，通过
分离变量法与特殊函数论进行求解。本文提出一种

新环状非中心势，它是在库仑势的基础上再叠加

" 项非中心势，共计 C 项势函数，其等势线簇可视为
环状闭合曲线簇，等势面簇为轴对称性旋转曲面簇，

比较符合苯分子的电子云分布，其表达式为
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其中 "，#和 $是实参数。
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本文考虑到相对论效应，在标量势与矢量势相

等的条件下，通过分离变量法与特殊函数论进行求

解，获得了给出（!）式条件下的 "#$%&’()*+)& 方程
束缚态解，即得到了该量子系统的角向波函数和径

向波函数以及能谱方程，并对获得的相关结果作适

当讨论与结论。

! 等标量和矢量势 "#$%&’()*+)& 方程的
分离变量

等标量和矢量势 "#$%&’()*+)&方程的分离变量由
下式给出势［!,#（! " # " !
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其中 $表示动量算符，&和 $分别表示能量和粒子的
静止质量。当标量势等于矢量势时，即
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把（0）、（3）式代入（-）式，利用分离变量的标准方
式，对 ,（"）和 +（ (）函数方程分别获得如下形式
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其中 /是一个分离常数。

- "#$%&’()*+)&方程 "角方程的解
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（8）式可看作广义的连带勒让德微分方程，借助波
函数的标准条件对特殊函数 ,（1）的要求，可求出
,（1）的严格解。（8）式的 , 满足的边界条件是
,（2）和 ,（!）均为有限值，特别是 ,（!）为有限值
要求本征常数 /0（ /0 ) !）中的 /0 " 2，!，-，⋯众所周

知，物理上 /0和 -0分别表示粒子处于定态时的轨道
角动量量子数和轨道角动量磁量子数，（8）式的解
为广义的连带勒让德多项式，结果为

,/0-0（1）" 2-0
/0（1）" 3/0-0（! % 1-）-04 -·

"
!%-0[ ]-

5 " 2

（ % !）5(（-/0 % -5 ) !）
-/05！（/0 % -0 % -5）！(（/0 % 5 ) !）

1/0%-0%-5

其中 3/0-0 " （-/0 ) !）（ /0 % -0）！
-(（ /0 ) -0 ) !! ）

为归一化常数。
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其中 ?=(，/ 是径向波函数归一化常数，由归一化条件
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+-（ (）(-+( " !，一般拉盖尔多项式正交化和递归

关系，有
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把（#）、（$）式带入（"%）式，得能谱方程
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% 结论
上述结果表明，本文提出这种新环状非中心势

在标量势与矢量势相等条件下，获得 &’()*+,-./-*
方程的束缚态解，从而相对论性问题得到了解决。

&’()*+,-./-*方程的角向分量和径向分量分别满足
超几何方程和合流超几何方程，其解可以用超几何

函数、合流超几何函数或拉盖尔多项式表示，束缚态

的能谱方程则由径向波函数的束缚态边界条件得

到，即满足量子化条件。各种环状非球谐振子势的主

要差别在于其环状势的不同，本文提出一种新环状

非中心势，它是在库仑势的基础上再叠加 ! 项非中
心势，共计 0 项势函数，其等势线簇可视为环状闭合
曲线簇，等势面簇为轴对称性旋转曲面簇，比较符合

苯分子的电子云分布。从（"）式表达式看出，这个势
是典型的非中心势，当 $ % 1，# % !#1%1&’

! 和 ( %
) *%1+

!
1’

!&! 时，这个势退化为 23.453** 势［!1#；当
$ % 1，( % 1 和 # % ) ,-!，这个势退化为库仑势，通
过拉普拉斯变换方法和数学技巧，即可获得归一化

径向波函数以及归一化角向波函数，同时，自然就获

得了能谱方程。
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