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摘要：方程解的存在唯一性是研究方程解的性态和分析解的性质的前提和基础。本文首先利用 N12’/O80 截断方法将

二维 IJ>’0K’K L8=5’/HM-2:-6-/-<（ILM）方程化为常微分方程组，证明了常微分方程初值问题解的存在唯一性，随后

根据截断解在相应泛函空间的能量估计，得到了截断解的收敛性，证明了弱解的存在性；最后证明了在 ! 关于 " 满

足 P8(=@58>Q 条件下二维 IJ>’0K’K L8=5’/HM-2:-6-/-< 方程弱解的唯一性。
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! ! 本文考虑如下 IJ>’0K’K L8=5’/HM-2:-6-/-< 方程的初边值问题

"# $ !!
"" % !" $ !（"）& #，（’，#）" " (（#，)］ （$）

"（’，#）& "#，’" " （"）

" & #，!" & #，（’，#）" "" (（#，)］ （E）

其中 ) * #，" 是 !" 中的有界集，边界为 ""。

当 ! & # 时，方程（$）式对应 L8=5’/ 和 M-2:-6-/-< 在 $%E* 年提出的 L8=5’/HM-2:-6-/-< 方程，用来描述

生物的扩散与适应间的相互作用。4-.22’>［$］ 和 B’’［"］ 发现了模型中的一些缺陷，添加了四阶导数项，得到了

ILM 方程（$）式。

ILM 方程已经有了广泛的应用，如双稳态系统的图式形成［$H"］，总体遗传学［E］，液晶中畴壁的传播问

题［S］，反应扩散系统中的行波［+］ 等等，所以备受关注。一维形式的初边值问题和周期边值问题已经有一系

列的成果［FH$#］。本文主要考虑方程（$）式的二维形式，定义了 IJ>’0K’K L8=5’/HM-2:-6-/-< 方程的弱解，进行

了 N12’/O80 截断，将原方程转化为一个常微分方程组，证明了截断解在适当空间的收敛性，最后得到了弱解

的存在唯一性。

$ 预备知识

+"（"）表示在 " 上 +" 可积函数空间，范数为 #·#，内积为（·，·）；,-（"），- & $，"，⋯，表示在 " 上

&-T-2’< 空间，,#
.（"）& ｛"" ,.（"） " "" & #｝，,%.（"）表示 ,#

.（"）的对偶空间，〈·，·〉表示 ,%.（"）

与 ,#
.（"）的对偶积。设,是U82T’/> 空间，/ 是!的一个子空间，+"（ /；,）是定义在 / 上 +" 可积的,函数空间，

范数用#·#+"（ /；,）表示；0（ /；,）和 0.（ /；,），. & $，"，E，⋯，分别表示连续的 , 函数空间和 . 阶导数连续

的 , 函数空间。为了方便，用 0，0$，0"，⋯ 表示依赖于 !，"，) 的任意常数。

定义 ! 如果函数 "" +"（#，)；,"
#（"）），"1" +"（#，)；,%"（"））且满足以下两个条件

$） 〈"1，2〉$（!!"，!2）$（ "， 2）$（ !，2）& # （S）

对 # $ #$ ) 几乎处处成立，其中 2" ,"
#（"）；

"） "（#）& #（’） （+）

则称 "（’，#）是方程（$）3（E）式的弱解。
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! 解的存在唯一性

取光滑函数 !" # !"（$）（" # "，!，⋯）是 %!
#（!）的正交基，同时也是 %"

#（!），&!（!）的正交基。

固定正整数 ’，可以找到如下形式的函数 (’：［#，)］% %!
#（!）：

(’（ *）# &
’

" # "
+"
’（ *）!" （$）

可以选取适当的系数 +"
’（ *）（# $ *$ )，" # "，!，⋯，’）满足

+"
’（#）#（"，!"） （%）

（(,’，!"）-（#!!(’ . !(’，!"）-（ /（(’），!"）# # （&）

定理 "’ 设 /" &!（!)），"" &!（!），则对任意正整数 ’，满足（%），（&）式的局部形式解（$）式存在唯

一。

证明 ’ 设 (’（ *）# &
’

" # "
+"
’（ *）!"，由 !" 是正交基可以得到（(,’，!"）#（+"

’）,（ *），且

（#!!(’ . !(’，!"）#（#!!（&
’

0 # "
+0
’（ *）!0）. !（&

’

0 # "
+0
’（ *）!0），!"）# &

’

0 # "
+0
’（ *）（#!!!0 . !!0，!"）#

&
’

0 # "
+0
’（ *）［#!!0，!"）-（ !0， !"）］# &

’

0 # "
+0
’（ *）1"0

其中 1"0 #（#!!!0，!!"）-（ !0， !"）（" # "，!，⋯，’），再设 /"（ *）#（ /，!"）（" # "，!，⋯，’），那么（&）式

变成了满足初值条件（%）式的常微分方程组

（+"
’）,（ *）-&

’

0 # "
1"0+0

’（ *）- /"（ *）# # （(）

由常微分方程组 )*+,-. 存在唯一性定理，在［#，$］上存在唯一解（+"
’（ *），+!

’（ *），⋯，+’
’（ *））几乎处处满足

（%），（(）式。即在［#，$］上存在唯一解 (’ 几乎处处满足（%），（&）式。 证毕

定理 !’ 设 /" &!（!)），"" &!（!），则存在依赖于 !，)，# 的常数 2，对任意正整数 ’ 满足

/,0
#$*$)

#(’（ *）# - #(’（ *）#&!（#，)；%!
#（!） - #(,’（ *）#0!（#，)；%.!（!））$ 2（#/#&!（!)） - #"#&!（!））（"#）

证明 ’ 在（&）式两边乘以 +"
’（ *），从 " 到 ’ 相加，得

（(,’ - #!!(’ . !(’，(’）-（ /（(’），(’）# # （""）

"
!

.
.*#(’#

! - ##!(’#
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! #/#! - "

! #(’#
!

.
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! - !##!(’#
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! $ （ /，(’） 3 #/#! - #(’#
! （"!）

由 1-234,55 不等式，得 ’ ’ #(’#
! $ 1*（#(’（#）#! - ’

*

#
#/（ 4）#!.4）$ 2（#/（ *）#&!（!)） - #"#!）

故 /,0
#$*$)

#(’（ *）#! $ 2（#/#&!（!)） - #"#!） （"6）

在［#，)］上积分（"!）式，可以得到

’
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#
!##!(’#

!.*$ ’
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#
（#/（ *）#! - #(’#

!）.* - #"#! $

’
)

#
#/（ *）#!.* - ’
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#
#(’#

!.* - #"#! $ ’
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’
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#
2（#"#! - #/（ *）#!

&!（!)））.* - #"#! $ 2（#"#! - #/（ *）#!
&!（!)））

即 #(’#
!
&!（#，)；%!

#）$ 2（#"#! - #/（ *）#!
&!（!)）） （"7）

任意 5" %!
#（!），且#5#%!

#（!）$ "，记 5 # 5" - 5!，5" " 6789｛%"｝
’
" # "，（5!，%"）# #（" # "，!，⋯，’）。因

为｛!"｝
8
" # " 是 %!

#（!）的正交基，所以#5"#%!
#（!）$#5#%!

#（!）$ "。那么对 #$ *$ ) 几乎处处成立（(,’，5"）-
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（!!!!" # !!"，$"）%（ &（!"），$"）’ #，所以

〈!("，$"〉’（!("，$"）’ #（!!!!" # !!"，$"）#（ &（!"），$"）

〈!("，$"〉 $ （!!!!" # !!"，$"） % （ &（!"），$"）

〈!("，$"〉 $ （!!!!"，$"） % !!"，$" % （ &（!"），$"） $
（!!!"，!$"） % （ !"， $"） % （ &（!"），$"） $

!#!!"#·#!$"# % # !"#·# $"# % #&#·#$"#$
)（#!!"# %# !"# %#&#）#$"#*!

#
$ )（#!"#*!

#
%#&#）#$"#*!

#
#!("#*#!（"）$ )（#!"#*!

#
%#&#）

因此 #!("#
!
+!（#，,；*#!（"）） ’ ’

,

#
#!("#

!
*#!$-$ )’

,

#
#!"#*!

#
% #&#$-$ )（###! % #&（ -）#!

+!（"-）
） （"%）

由（"&），（"’）和（"%）式可以得出

()*
#$-$,

#!"（ -）# % #!"（ -）#+!（#，,；*!
#（"）） % #!("（ -）#+!（#，,；*#!

# （"））$ )（#&#+!（",） % ###+!（"）） 证毕

该定理给出了相应的能量估计，同时可以将 !" 从［#，$］对（+），（,）式几乎处处成立延拓到［#，,］对

（+），（,）式几乎处处成立。

定理 &- 设 &" +!（",），且对 ! 满足 ./0123/45 条件，#" +!（"），则方程（"）.（ &）式存在唯一弱解。

证明 - 根据定理 !，序列｛!"｝6
" ’ " 在 +!（#，,；*!

#（"））有界，且｛!("｝6
" ’ " 在 +!（#，,；*#!（"））有界。因此

存在子序列｛!"/
｝6

/ ’ " " +!（#，,；*!
#（"））和函数 !" +!（#，,；*!

#（"））且 !(" +!（#，,；*#!（"）），使得 !"/ %
! 在 +!（#，,；*!

#（"））弱收敛，!("/% !( 在 +!（#，,；*#!（"））弱收敛。

固定正整数 0，选具有下列形式的函数 $" )"（［#，,］；*!
#（"））

$（ -）’ &
0

1 ’ "
21（ -）%1 （"7）

其中｛21｝0
1 ’ "（ -）是任意给定的光滑函数，设 0$ "，用 21（ -）乘以（,）式，从 " 到 0 相加，在［#，$］上积分，得

’
$

#
（!("，$）%（!!!!" # !!"，$）%（ &，$）$- ’ #

’
$

#
（!("，$）%（!!!"，!$）%（ !"， $）%（ &，$）$- ’ # （"+）

设 " ’ "/，令 /% 6 ，则有 - - - - ’
$

#
（!(，$）%（!!!，!$）%（ !， $）%（ &，$）$- ’ # （",）

上式对 $" +!（#，,；*!
#（"））成立，因为 )"（［#，,］；*!

#（"））在 +!（#，,；*!
#（"））稠密。根据 $ 的任意性，

可以得到对任意 $" *!
#（"）及 # $ -$ , 几乎处处成立。

接下来证明 !（#）’ #，任用 $" )"（［#，$］；*!
#（"）），且 $（$）’ #，利用 89::; 公式，（",）式变为

’
$

#
（!，$(）%（!!!，!$）%（ !， $）%（ &，$）$- ’（!（#），$（#））

同理，（"+）式变为 - - - ’
$

#
（!"，$(）%（!!!"，!$）%（ !"， $）%（ &，$）$- ’（!"（#），$（#））

设 " ’ "/，令 /% 6 ，得到 - - - ’
$

#
（!，$(）%（!!!，!$）%（ !， $）%（ &，$）$- ’（#，$（#））

根据 $（#）的任意性，可以得到 !（#）’ #。

故 ! 是方程（"）.（&）式的弱解。

下证唯一性。设 !"，!! 是方程（"）.（&）式的弱解，则有

（!("，$）%（!!!"，!$）%（ !"， $）%（ &（!"），$）’ # （"<）

（!(!，$）%（!!!!，!$）%（ !!， $）%（ &（!!），$）’ # （!#）

两式相减，令 % ’ !" # !!，则 %（#）’ #，有

（%，$）%（!!%，!$）%（ %， $）%（ &（!"）# &（!!），$）’ #
取 $ ’ %，由 & 对 ! 满足 ./0123/45 条件，上式变为
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!
"

#
#!#!#" " "#!!#" " # !#" $ #（$!）% #（$"），! $ &#!#"，

#
#!#!#" $ &#!#"

由 $%&’()** 不等式，易得#!（ !）#" $ ’&!#!（+）#" ( +，即 $! ( $"。

因此，方程（!）,（-）式的弱解是唯一的。 证毕
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