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关于不定方程 !" A +"B C DEE!

朱 德 辉

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 B###B%）

摘! 要：利用一种初等的证明方法，对一个不定方程 !" A +"B C DEE 的正整数解进行了研究。证明过程中仅涉及到初
等的数论知识，即运用递归数列、同余式和平方剩余的方法。首先利用 F:(( 方程的解的性质把不定方程 !" A +"B C
DEE 的解转化为由两个非结合类给出，然后再进一步利用相关知识使得问题简化为两种相对简单的情况，对其每一
种情况都利用递归数列，同余式和平方剩余的相关知识对其是否有正整数解进行证明，如果有正整数解则进行求

解。最后得出该不定方程 !" A +"B C DEE 仅有正整数解（!，"）C（D+，D），（"G+，D+）。
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! ! 关于不定方程 !" # $"B % &（其中 $，&为给定
的整数，且 $ ’ # 为非平方数）已有不少研究工
作［D(+］。设 &（$，&）是方程 !" # $"B % &的正整数解
的组数，1,2.［B］证明了以下几个结果：&（*，BB） %
D，（!，"）%（%，D）；&（*，DD）% "，（!，"）%（B，D），
（*E，*）；&（*，# BB）% +，（!，"）%（E，"），（DG，+），
（D$D，G）。KL/./M5;［*］ 证 明 了 " " #（7,N$）时，
&（"，D%）%#，&（"，BD）% #，&（$，D%）% #，&（"，G%）% #。
黎进香［E］证明了 &（+，BE） % "，（!，"） %（%，D），
（D%，+）。林丽娟［%］证明了 &（+，""） % "，（!，"） %
（*，D），（$*，%）。
本文运用递归数列、同余式和平方剩余证明了

不定方程 !" # +"B % DEE 仅有正整数解（!，"） %
（D+，D），（"G+，D+）。
定理 不定方程

!" # +"B % DEE （D）
仅有正整数解（!，"）%（D+，D），（"G+，D+）。
证明 首先考虑 O:((方程

)" # +*" % DEE
其一般解可由下面两个非结合类给出

) + *!+ % ,（D+ +!+）（" +!+）
-

或

) + *!+ % ,（ # D+ +!+）（" +!+）
-

令 .-!+ + /- %（!+ + "）-，则如果（D）式有解，必有
-使得

"" % ,（/- + D+.-）或

"" % ,（ # /- + D+.-）%#（/#- + D+.#-）

当 -$ #时，/- + D+.- ’ #；当 - 0 #时，/- + D+.- 0
#。因此可归结为

"" % /- + D+.-，-$ # （"）
或

"" % # /- + D+.-，- ’ # （+）
容易验证下列关系

/-+" % B/-+D # /-，/# % D，/D % "
.-+" % B.-+D # .-，.# % #，.D % D

/"- % /"- + +."
- % "/"- # D % E."

- + D
."- % "/-.-

/-+1 % +.-.1 + /-/1
.-+1 % .-/1 + /-.1

（B）

.-+"23 "（ # D）2.-（7,N/3）

/-+"23 "（ # D）2/-（7,N /3）
.-+"23 " .-（7,N .3），/-+"23 " /-（7,N .3）

（*）

!）对（"）式取模 $，得剩余序列周期为 B，当
-"D，"，+（7,N B）时，/- + D+.-"%，+，*（7,N $）为
模 $ 的平方非剩余，故排除。剩-" #（7,N B），即
-" #，B（7,N $）。对（"）式取模 %，得剩余序列周期
为 $，当 -" B（7,N $）时，/- + D+.- " E（7,N %）为
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模 ! 的平方非剩余，故排除。剩 !" "（#$% &）。
若 !%"，令 ! " " # ’（($ % )）&，& " ’ ’，’$’，

由（*）式知
(’ " )! # )+*! " )"#&$&%’& # )+*"#&$&%’& "

)%’& # )+*%’& "% )+*’&（#$% )’&） （,）

易知 )’& " ,（#$% )+），所以（ ,
)+）" + )，又 )’& "

)（#$% &），设 ’ ,&*&，则
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以（,）式不成立，此时（’）式无解。当 ! " "时，得到
方程（)）式的正整数解（.，(）"（)+，)）。

!）对（+）式取模 +，得剩余序列周期为 ,，当 !
" "，)（#$% ,）时，+ )! # )+*! " ’，’（#$% +）为模
+ 的平方非剩余，故排除。剩 ! " ’，+，(，*（#$% ,），
即 !" ’，+，(，*，&，-，)"，))（#$% )’）。对（+）式取模
)+，得剩余序列周期为 )’，当 ! " ’，(，*，&，)"，
))（#$% )’）时，+ )! # )+*! " ,，!，’，!，,，))（#$%
)+）为模 )+的平方非剩余，故排除。剩 !" +，-（#$%
)’），即 !" +（#$% ,）。
对（+）式取模&，得剩余序列周期为(，当 !""，

)，’（#$% (）时，+ )! # )+*! " !，+，*（#$% &）为模
& 的平方非剩余，故排除。还剩 !" +（#$% (）。
对（+）式取模 !)，得剩余序列周期为 !，当 ! "

"，)，(，,（#$% !）时，+ )! # )+*! " !"，))，,+，
*,（#$% !)）为模 !) 的平方非剩余，故排除。剩 ! "
’，+，*（#$%!）。
对（+）式取模 )"+++，得剩余序列周期为 &(，当

!"’，(，!，&，-，)’，)+，)(，)*，)!，)-，’"，’’，’*，’!，
’-，+)，++，+(，("，()，((，(,，(-，*"，*)，*(，**，*,，*!，
*-，,)，,’，,(，,!，,-，!)，!+，!*，!,，&’，&+（#$% &(），
. )! / )+*!"(*，,+)，)&"’，&!*’，’’"!，’,(*，’)*"，
*-**，)""(，)*!+，+*’，+*)"，--)"，&,*)，’),*，--+，
)("(，&++"，*"*(，*-，)*，)"’&&，-!"’，&*+)，)*&)，
&)’,，!,&&，&)&+，(+!&，-+’-，&!,"，--&)，,&’+，(’+，
),&’，&),&，-+("，&-’-，’""+，*’!-，)"’!(，)"+)&
（#$% )"+++）为模 )"+++ 的平方非剩余，故排除。还
剩 !""，)，+，*，,，)"，))，),，)&，’)，’+，’(，’,，’&，
+"，+’，+*，+,，+!，+&，+-，(’，(+，(*，(!，(&，*’，*+，
*&，,"，,+，,*，,,，,&，!"，!’，!(，!!，!&，!-，&"，&)
（#$% &(）。
由 !"+（#$% (），!"’，+，*（#$% !），!"+（#$% ,），

可排除 !""，)，*，,，)"，))，),，)&，’)，’+，’(，’,，’&，
+"，+’，+*，+,，+!，+&，+-，(’，(+，(*，(!，(&，*’，*+，
*&，,"，,+，,*，,,，,&，!"，!’，!(，!!，!&，!-，&"，&)
（#$% &(）。还剩 !"+（#$% &(），若 !%+，令 ! 0 + /
’（($ 1 )）2 + 2 ! 2 ’ ’，令
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其中 ’$ )，由（(），（*）式可得
(’ " + )! # )+*! " + )+#&$&%’& # )+*+#&$&%’& "
+ )+%’& # )+*+%’& "+（+*+*%’& # )+)%’&）#
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对 )’& 取模 ’-+得剩余序列周期为 )(!，对 ’&模 )(!
得剩余序列周期为 (’ 且有表 )。

表 )3 ’&模 )(! 和 )’& 模 ’-+ 的情况表

’（$ )）（#$% (’） " ) ’ + ( * , ! & - )" )) )’ )+ )( )* ), )! )& )- ’"
’&（#$% )(!） ) ’ )’ ’) ), -, (* )’& )"- !) ))’ !! ’) ’! ,! )+( ))’ -* (+ &, ’*

)’& "（#$% ’-+） ’ ! ’"! ’! ’(* )-( ’,+ ’&" (( ,’ *" )& ’! ’!+ !& )*( *" )"* !( ))" )!+
’（$ )）（#$% (’） ’) ’’ ’+ ’( ’* ’, ’! ’& ’- +" +) +’ ++ +( +* +, +! +& +- (" ()
’&（#$% )(!） *" )"" )’ )", )( -, ))+ -" ++ ’’ (( && ’) *& *( )"& ’+ (, ’) ))’ !*

)’& "（#$% ’-+） &* -’ ’"! )&! )), )-( (! () )+& ’*) )) ’() ’! ’)! ’)+ ’"" -& ),’ ’! *" ’+"
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! ! 表中所有"!均有 ""!( )"#$
# $ %，所以（&）式不成

立，此时（$）式无解。当 % # $时，得到方程（%）的正
整数解（&，’）#（"#$，%$）。
综合!），"）知方程（%）式仅有正整数解（’，

(）)（%$，%），（"#$，%$）。 证毕
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关于《重庆师范大学学报（自然科学版）》实行开放获取的公告

近十多年来，国际学术传播领域兴起了网络传播开放获取（4D;F NBB;HH，4N）运动，",,% 年来自世界各
地的代表在布达佩斯召开国际学术出版界会议，签署了开放获取协议（‘4NP），积极倡议全世界学术文献资
料开放共享，将“开放获取”的定义协定为———学术论文发布于因特网，允许任何读者免费使用，自由阅读、

下载、复制、编辑和链接全部内容。为提高本刊的传播范围，扩大社会影响，本刊响应布达佩斯倡议，决定全

面实行 4D;F NBB;HH，并已加入 C4N/等一些国际 4N机构数据库，将本刊刊发的内容提交这些数据库进行网
络 4N发布。特此通告本刊广大作者，如不愿意将作品实行 4N，请在投稿时作特别申明，以便我们对来稿作
特殊处理。
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