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关于一些交错单群的ONC-刻画
*
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(重庆师范大学 数学科学学院,重庆401331)

摘要:【目的】为了弱化有限群数量刻画的数量条件。【方法】用第一ONC-度量ONC1(G)刻画了交错单群An(5≤n≤13)。
【结果】证明了An(n=5,6,7,10,11,13)可以由ONC1(G)唯一确定,而A8,A9,A12可由ONC1(G)和lp(G)唯一确定。【结

论】结果说明交错单群An(5≤n≤13)最多需要4个数量就可以唯一刻画。
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1预备知识与符号说明

20世纪80年代,Fields奖获得者J.G.Thompson提出“同阶型群具有相同的可解性”这一著名猜想,即:
猜想1(J.G.Thompson猜想) 设G,M 都是有限群,Sn(G)表示群G中n阶元组成的集合。如果|Sn(G)|=

|Sn(M)|,n=1,2,3…,那么G 与M 有相同的可解性,即G 可解当且仅当M 可解。
同一时期,施武杰教授提出“用群阶和元素阶之集刻画有限单群”的著名猜想[1],即:
猜想2(施武杰猜想) 设G 是有限群,M 是有限单群。则G≅M 当且仅当 G = M 且πe(G)=πe(M),其

中πe(G)表示群G 中元素阶的集合。
猜想2于2009年被完全证明[2-9],但如何弱化猜想的条件就成为大家关注的热点问题。在文献[10-15]中,

作者仅用高阶元的阶和群的阶刻画了系列单群,局部的弱化了猜想2的条件。而猜想1至今都没有得到完整的

解决,但人们从最高阶元的个数出发,证明了猜想在一些特殊条件下是成立的[16-20]。这些工作足以说明最高阶

元在刻画群的性质结构中有着特殊的地位。受以上工作的启发,本研究试图去掉“同阶型群”、“群阶相等”、“元
素阶集合相同”这些重要的数量条件,只用与最高阶元素有关的几个数量来刻画有限群特别是有限单群。为了

叙述方便,下面对本文中出现的一些符号加以说明。
设G 是有限群,πe(G)表示群G 中元素阶的集合。i是一个正整数,π(i)表示i的相异素因子的集合,π(G)=

π(G ),lp(G)表示π(G)中的最大素因子。o1(G)表示G 中最高阶元素的阶,n1(G)表示G 中最高阶元素的个

数。设G 一共有r个o1(G)阶元,且中心化子的阶两两不同,并依次设这些中心化子的阶为c1(G),c2(G),…,

cr(G)。令ONC1(G)={o1(G);n1(G);c1(G),c2(G),…,cr(G)}。称ONC1(G)为G 的第一ONC-度量。mk‖n
表示mk n但mk+1|/n。设K,H 是两个群,用K·H 表示K 由H 的半直积。其余符号及术语是标准的。

设G 为一个有限群,H 是任意群。如果当ONC1(G)=ONC1(H)时,一定有G≅H,那么称G 是可以ONC-
刻画的。本文主要讨论文献[21]中出现的交错单群An(5≤n≤13)的ONC-刻画。

2主要引理

引理1[22] 设π′-群 H 作用在π-群G 上,且G 和H 中至少有一个可解。则对任意素数p |G|,G 中存在

H-不变的Sylowp-子群,并且G 的任意两个H-不变Sylowp-子群在CG(H)下共轭。
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3定理及其证明

定理1 设G为有限群,M 为An(n=5,6,7,10,11,13)。则G≅M 的充分必要条件是ONC1(G)=ONC1(M)。
证明 必要性显然,只讨论充分性。
只讨论n=7,10,11的情形,至于n=5,6,13,类似可证。
情形1,当n=7时,有G≅A7。
此时ONC1(G)=ONC1(A7)={7;24·32·5;7}。因为G 的7阶元都是自中心化的,所以任何7阶元a所

在的共轭类长度都是 G
CG(<a>)=

G
<a> =

G
7
。设G 的7阶元一共分为t个共轭类,则t· G

7 =

24·32·5,从而有 G 24·32·5·7。由n1(G)=24·32·5知 G >24·32·5。因为o1(G)=7,所以7∈

π(G)。如果2∉π(G),那么 G =32·5·7<24·32·5,矛盾,故2∈π(G)。同理可证3∈π(G)。如果5∉π(G),
那么 G =24·32·7。设x为G 的Sylow7-子群的个数,则x=7k+1且x|24·32,显然5|/x。而n1(G)=6x=
24·32·5,矛盾,故5∈π(G)。于是有π(G)={2,3,5,7}。

因为 G 24·32·5·7且o1(G)=7,因此可以断言G 有一正规列1◁H◁K◁G,其中K
H为非交换单群,

且5,7∈π H( )H 。事实上,令1=Gk◁Gk-1◁…◁G1◁G0=G 为G 的一主群列,则存在正整数i使得{5,7}∩

π(Gi)≠∅,而{5,7}∩π(Gi+1)=∅。取K=Gi,H=Gi+1,则1◁H◁K◁G 为G 的正规列,而K
H为G

H的极小

正规子群。断言{5,7}⊆π(K)。如果7∈π(K)而5∉π(K),那么5∈πG( )K 。由Frattini论断有G=NG(S7)K,

其中S7 为K 的一个的7-Sylow子群。于是5∈π(NG(S7)),从而35∈πe(G),矛盾,故5∈π(K)。同理可证,当

5∈π(K)时,7∈π(K)。所以{5,7}⊆π(K),即{5,7}⊆π K( )H 。由于K
H为同构单群的直积,故K

H只能为非交

换单群。而 G 24·32·5·7,由文献[21]知只有K
H≅A7(23·32·5·7)。如果 G =23·32·5·7,那么

H=1,G=K,即G≅A7。设 G =24·32·5·7。因为 OutA( )7 =2,所以 G
K =1或2。如果 G

K =1,

那么有 H =2。用G 中的7阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而14∈πe(G),矛盾。因此 G/K =2。此时

K
H=K≅A7,故G=A7×Z2 或G=A7·Z2,其中G=A7·Z2 表示A7 由Z2 的半直积。如果G=A7×Z2,则

14∈πe(G),矛盾。如果G=A7·Z2,则12∈πe(G),矛盾。于是G≅A7。
情形2,当n=10时,有G≅A10。

此时ONC1(G)=ONC1(A10)={21;28·33·52;21}。类似情形1的讨论知π(G)={2,3,5,7},且 G 28·

34·52·7。由于|G|>n1(G)=28·33·52,所以33 |G|或52 |G|。类似可证G 有一正规列1◁H◁K◁G,其

中K
H为非交换单群,且5,7∈π K( )H 。由文献[21]知K

H=A7(23·32·5·7),L3(4)(26·32·5·7),

A8(26·32·5·7),A9(26·34·5·7),J2(27·33·52·7)或A10(27·34·52·7)。

设K
H =A7。由

G
CG K( )H

 同 构 于 Aut K( )H 的 一 个 子 群 知
G
CG K( )H

AutK( )H ,而

AutK( )H =2× K
H =24·32·5·7。如果52 |G|,那么由比较阶得5∈πCG

K( )( )H 。如果5∈π(H),

那么用G 中的7阶元共轭作用在 H 的Sylow5-子L群上,该作用平凡,从而35∈πe(G),矛盾。于是5∉π(H)。

设g为CG
K( )H 中的5阶元。则|gH|=5,从而K

H≅A7 中有35阶元,矛盾。故5‖|G|,从而 G =2x·3y·

5·7,其中6≤x≤8,3≤y≤4。此时 H 25·32。设g为G 中的任一21阶元。由于AutK( )H =Aut(A7)中

没有21阶元,所以|gH|=7。如果gH∈CG
K( )H ,那么35∈πe

K( )H ,矛盾。于是对G 中的任一21阶元g,有
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|gH|=7且gH∉CG
K( )H 。因为G 中一共有n1(G)=28·33·52 个21阶元,且|H|25·32,所以

G
CG K( )H

中至少有23·3·52 个7阶元,特别地
G
CG K( )H

中7阶元的个数一定是52 的倍数。而AutK( )H =Aut(A7)中

7阶元的个数为24·32·5,矛盾。故K
H≠A7。同理可证K

H≠L3(4),A8,A9。

设K
H=J2。如果 G =27·33·52·7,那么G=J2,但J2 中没有21阶元,矛盾。故设 G =2x·3y·

52·7,其中x=8或y=4。仍然有G
CG(J2)

同构于Aut(J2)的一个子群。若H=1,则K
H=K=J2。设g为G

中的21阶元。由于Aut(J2)中没有21阶元,所以g∈CG(J2),从而42∈πe(G),矛盾。如果|H|=2,那么用G

中的21阶元共轭作用在H 上,有42∈πe(G),矛盾。若H=3,且G
K=1,则

K
H=

G
H=J2。设g为G 中的21

阶元。由于J2 中没有21阶元,所以|gH|=7。于是G
H中有28·32·52 个7阶元,但J2 中却有27·33·52个7

阶元,矛盾。于是设|H|=3,且 G
K =2。此时G

H=J2×Z2 或G/H=J2·Z2,但不管是哪种情形,G 中都有

阶大于21的元,矛盾。如果|H|=6,那么G
H=1,

K
H=

G
H=J2。设g为G 中的21阶元。由于J2 中没有21

阶元,所以|gH|=7。于是G
H中有27·32·52 个7阶元,但J2 中却有27·33·52 个7阶元,矛盾。

于是设K
H≅A10。此时|G|=28·34·52·7或|G|=27·34·52·7。先设|G|=28·34·52·7。若

H≠1,则|H|=2。用G 中的21阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而42∈πe(G),矛盾。于是 H=1,此时

G=A10×Z2或G=A10·Z2,但不管是哪种情形,都有o1(G)≠21,矛盾。故|G|=27·34·52·7,从而有 H=1,

G=K,即G≅A10。
情形3,当n=11时,有G≅A11。

此时ONC1(G)=ONC1(A11)={21;28·33·52·11;21}。类似情形1的证明知 G 28·34·52·7·11,

且{2,3,5,7}⊆π(G)。下证11∈π(G)。

如果11∉π(G),那么 G =28·34·52·7。可以证明G 有一正规列1◁H◁K◁G,其中K
H为非交换单

群,且5,7∈π K( )H 。因为 K
H 28·34·52·7,所以由文献[21]知K

H 同构于A7(23·32·5·7),

A8(26·32·5·7),L3(4)(26·32·5·7),J2(27·32·52·7),A9(26·34·5·7)或A10(27·34·52·7)。

设K
H≅A7A8,L3(4),A9。如果5|H|,那么用G 中的7阶元g共轭作用在H 上,由引理1知存在 H 的

Sylow5-子群L在该作用下不变。因为|L|=5,所以7|/ Aut(L),即该作用为平凡作用,于是35∈πe(G),矛

盾。故5|/ H ,即 H 至多为(2,3)-群。由 N/C定理知
G
CG K( )H

 同构于 Aut(KH)的一个子群,即有

G
CG K( )H

|Aut(K)|。比较阶知5∈πCG
K( )( )H 。设g 为CG

K( )H 中的一个5阶元,由于5|/ H ,故

|Hg|=5,从而有35∈π2 K( )H ,矛盾。

设K
H≅A10。如果|H|=2,那么用G 中的21阶元g共轭作用在H 上,有42∈πe(G),矛盾。故|H|=1,此

时有G=A10×Z2 或G=A10·Z2,其中G=A10·Z2 表示A10由Z2 的半直积。如果G=A10×Z2,则42∈πe(G),
矛盾。如果G=A10·Z2,则30∈πe(G),矛盾。

设K
H≅J2。此时 H 2·32。由N/C定理知

G
CG K( )H

 同构于AutK( )H 的一个子群。设g为G 中的
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任一21阶元。由于 AutK( )H =Aut(J2)中没有21阶元,所以|gH|=7。如果gH∈CG
K( )H ,那么35∈

πe
K( )H ,矛盾。于是对G 中的任一21阶元g,都有|gH|=7且gH∉CG

K( )H 。因为G 中一共有n1(G)=

28·33·52·11个21阶元,且|H|2·32,所以
G
CG K( )H

中至少有n1(G)=27·32·52·11个7阶元,特别地

G
CG K( )H

中7阶元的个数一定是11的倍数。而AutK( )H =Aut(J2)中7阶元的个数为27·33·52,矛盾。

故11∈π(G),即π(G)={2,3,5,7,11}。此时G 有一正规列1◁H◁K◁G,其中K
H为非交换单群,且7,11∈

π K( )H 。又因 为|G| 28·34·52·7·11 且 n1(G)=28·33·52·11,故 由 文 献 [21]知K
H ≅

M22(27·32·5·7·11)或A11(27·34·52·7·11)。

设K
H≅M22。由n1(G)=28·33·52·11知|G|>27·32·5·7·11。从而设|G|=2x·3y·5z·7·11,

其中x=8或3≤y≤4或z=2。如果|H|≠1,则p|H|,其中p=2,3或5。用G 中的11阶元g共轭作用在H

上,由引理1知存在H 的Sylowp-子群L在该作用下不变。因为|L|p2,所以11|/ Aut(L),即该作用为平凡

作用,于是G 中有阶大于21的元,矛盾。于是|H|=1,从而有K
H=K≅M22。由N/C定理知G

CG(M22)
同构

于 Aut(M22)的一个子群。设g为G 中的21阶元。由于Aut(M22)中没有21阶元,所以g∈CG(M22),从而42∈
πe(G),矛盾。

设K
H≅A11。先设|G|=28·34·52·7·11。若|H|≠1,则|H|=2。用G 中的11阶元g共轭作用在H

上,则有22∈πe(G),矛盾。于是|H|=1,从而G=A11×Z2 或G=A11·Z2。若G=A11×Z2,则22∈πe(G),矛
盾。若G=A11·Z2,则o1(G)=30,矛盾。故|G|=27·34·52·7·11,则有 H=1,K=G,即G≅A11。 证毕

定理2 设G 为有限群,M 为An(n=8,9,12)。则G≅M 的充要条件ONC1(G)=ONC1(M)且lp(G)=lp(M)。
证明 必要性显然,下证充分性。只讨论n=8,9的情形,至于n=12,类似可证。
情形1,当n=8时,有G≅A8。
此时ONC1(G)=ONC1(A8)={15;27·3·7;15},且lp(G)=7。类似情形1的讨论知π(G)={2,3,5,7}且

G 27·32·5·7,同时G 有一正规列1◁H◁K◁G,其中K
H为非交换单群,且5,7∈π K( )H 。由文献[21]

知有K
H同构于A7(23·32·5·7),L3(4)(26·32·5·7)或A8(26·32·5·7)。

设K
H≅A7。由n1(G)=27·33·7知|G|>27·3·7。从而设|G|=2x·32·5·7,其中x≥4。如果

|H|≠1,则H 为2-群。设g为G 中的15阶元,则|gH|=15。因为
G
CG K( )H

 同构于AutK( )H 的一个子群,而

AutK( )H =Aut(A7)中没有15阶元,所以gH∈CG
H

K( )H ,即30∈πe(G),矛盾。于是|H|=1,从而有K
H=

K≅A7。此时G
CG(A7)

同构于Aut(A7)的一个子群。设g为G 中的15阶元。由于Aut(A7)中没有15阶元,所

以g∈CG(A7),即30∈πe(G),矛盾。

设K
H≅L3(4)。此时|G|=2x·32·5·7,其中6≤x≤7。如果|G|=26·32·5·7,那么 H=1,G=K,即

G≅L3(4)。于是有o1(G)=o1(L3(4))=7,矛盾。设|G|=27·32·5·7。若 H≠1,则|H|=2。用G 中的15
阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而30∈πe(G),矛盾。于是 H=1,此时G=L3(4)×Z2 或G=L3(4)·Z21或
G=L3(4)·Z22或G=L3(4)·Z23,其中Z21,Z22,Z23为 Out(L3(4))的3个2阶元。不管是哪种情形,都有

o1(G)≠15,矛盾。

设K
H≅A8。此时|G|=2x·32·5·7,其中6≤x≤7。先设|G|=27·32·5·7。若 H≠1,则|H|=2。用
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G 中的15阶元作用在H 上,该作用平凡,从而30∈πe(G),矛盾。于是H=1,此时G=A8×Z2 或G=A8·Z2,但
不管是哪种情形,都有o1(G)≠15,矛盾。故|G|=26·32·5·7,从而有 H=1,G=K,即G≅A8。

情形2,当n=9时,有G≅A9。
此时ONC1(G)=ONC1(A9)={15;27·33·7;15},且lp(G)=7。类似情形1的讨论知π(G)={2,3,5,7}

且 G 27·34·5·7。由于|G|>n1(G)=27·33·7,所以33 |G|或27 |G|。G 有一正规列1◁H◁K◁G,其

中K
H为非交换单群,且5,7∈π K( )H 。由文献[21]知有K

H同构于

A7(23·32·5·7),L3(4)(26·32·5·7),A8(26·32·5·7)或A9(26·34·5·7)。

设K
H≅A7。如果|H|=1则有K

H=K≅A7。此时G
CG(A7) 

同构于Aut(A7)的一个子群。设g为G 的

15阶元。由于Aut(A7)中没有15阶元,所以g∈CG(A7),即30∈πe(G),矛盾。如果|H|≠1,则 H 为(2,3)-群。

若3|H|,用G 的7阶元共轭作用在 H 的Sylow3-子群上,该作用平凡,从而21∈πe(G),矛盾。故3|/ H ,即

H 为2-群。设 g 为G 中的15阶 元。则|gH|=15。因 为
G
CG K( )H

 同 构 于 AutK( )H 的 一 个 子 群,而

AutK( )H =Aut(A7)中没有15阶元,所以gH∈CG
H

K( )H ,即30∈πe(G),矛盾。

设K
H≅L3(4)。如果 H=1,那么 K≅L3(4)。G/CG(L3(4))同构于 Aut(L3(4))的一个子群,从而

G
CG(L3(4)) |Aut(L3(4))|。由于 Out(L3(4))=Z2×S3,所以|Aut(L3(4))|=28·33·5·7。如果

34 |G|,那么3∈πe(CG(L3(4))),从而有21∈πe(G),矛盾。于是设33 |G|。此时|G|=27·33·5·7或|G|=

26·33·5·7。由文献[21]知G≅L3(4)×Z2,G≅L3(4)×Z3,G≅L3(4)×Z6 或G≅L3(4)·Z2,G≅L3(4)·

Z3,G≅L3(4)·Z6,但不管是哪种情形,都有o1(G)≠15,矛盾。如果|H|≠1,则H 为(2,3)-群。若3|H|,用G
的7阶元共轭作用在 H 的Sylow3-子群上,该作用平凡,从而21∈πe(G),矛盾。于是设3|/ H ,即 H 为2-群
且|H|=2。用G 的15阶元共轭作用在 H 上,该作用平凡,从而30∈πe(G),矛盾。

设K
H≅A8。若 H=1,则K≅A8。GCG(A8) 

同构于Aut(A8)的一个子群,从而 G
CG(A8) |Aut(A8)|。

由于|Out(A8)|=2,所以|Aut(A8)|=27·32·5·7。如果33 |G|,那么3∈πe(CG(A8)),从而有21∈πe(G),矛

盾。于是设32‖|G|。此时|G|=27·32·5·7。由文献[21]知G=A8×Z2 或G=A8·Z2。如果G=A8×Z2,
那么o1(G)=30,矛盾。如果G=A8·Z2,则有n1(G)=27·3·7,矛盾。如果|H|≠1,则 H 为(2,3)-群。若

3|H|,用G 的7阶元共轭作用在 H 的Sylow3-子群上,该作用平凡,从而21∈πe(G),矛盾。于是设3|/ H ,

即 H 为2-群且|H|=2。用G 的15阶元共轭作用在 H 上,该作用平凡,从而30∈πe(G),矛盾。

设K
H≅A9。此时|G|=26·34·5·7或|G|=27·34·5·7。先设|G|=27·34·5·7。若 H≠1,则

|H|=2。用G 中的15阶元作用在 H 上,该作用平凡,从而30∈πe(G),矛盾。于是 H=1,此时G=A9×Z2 或

G=A9·Z2,但无论哪种情形,都有o1(G)≠15,矛盾。故|G|=26·34·5·7,则有H=1,G=K,即G≅A9。 证毕
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AnONC-CharacterizationofAlternatingGroupAn Where5≤n≤13

HELiguan,TONGYin
(SchoolofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:[Purposes]Itisaimedtofindfewernumberstocharacterizeafinitesimplegroup.[Methods]AlternatinggroupsAn(5≤
n≤13)arecharacterizedonlyONC1(G).[Findings]An(n=5,6,7,10,11,13)canbeuniquelydeterminedbyONC1(G),andA8,

A9,A12canbeuniquelydeterminedbyONC1(G)andlp(G).[Conclusions]ThepresentstudyshowedthatAn(5≤n≤13)canbe
uniquelydeterminedbyatmostfournumbers.
Keywords:alternatinggroup;ONC-degree;ONC-characterization
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