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自同构群阶为 $E!%（ !为奇素数）的有限幂零群!

杜亚慧，曹洪平

（西南大学 数学与统计学院，重庆 I##G$J）

摘要：利用有限幂零群 "的自同构群 K-<（"）的阶来刻画群 "的构造。在刻画的过程中，本文先通过某些有限 !#群 $
的自同构群 K-<（$）的阶来确定了群 $的结构，然后根据幂零群的性质："可分解为它的所有 >=$!

%
（"）（ % & $，⋯，’）

的直积，通过分类讨论的 K-<（(%）阶，从而给出了自同构群阶为 $E!%（!为奇素数）的有限幂零群的完全分类，当群 "
没有 >=/,L "#子群时；"有 "$种类型，当 )"（)" " >=/"（"））的阶分别为 "，I，*，$E时，群 "分别有 "$，"$，$D，$E这 %种
类型，最终确定在满足上述条件下的群 "共有 *# 种类型。
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$ 预备知识

关于自同构群，陈贵云和李世荣［$#%］等都做了很多研究；钟祥贵对自同构群阶为 $E!（! 为奇素数）的有
限幂零群做了研究［I］；王秀花对自同构群阶为 $E!"（! 为奇素数）的有限交换群做了研究［J］。本文的目的是
给出自同构群阶为 $E!%（!为奇素数）的有限幂零群的完全分类，所讨论的群都是有限群，K-<（"）表示 " 的
自同构群，*’ 表示 ’阶循环群，其余所有的符号都是标准的。
引理 $［E］! 设 (为非循环 !#群，( + !"，若 ( , -（(）# !I，则 ( . K-<（(）。
引理 "［G］! !% 阶群及其自同构群阶如表 $。其中 "/（!） &〈0，1 0!" & 1! & $，12$01 & 0$3!〉，"4（!） &〈0，1，5 0!

& 1! & 5! & $，12$01 & 05，05 & 50，15 & 51〉。
表 $! !% 阶群及其自同构群阶

"
! & "

** *" 6 *" 6 *" *I 6 *" $* 7*

!$ "

*!% *! 6 *! 6 *! *!" 6 *! "/（!） "4（!）

K-<（"） "" "%·%·G "% "%·% "% !"（! 2 $） !%（! 2 $）%（!" 3 ! 3 $）（! 3 $） !%（! 2 $）" !%（! 2 $） !%（! 2 $）"（! 3 $）

引理 %! 设 !为奇素数，8为素数，’为正整数，$为 8’阶群，则：$）若 K-<（$） & *，则 $% *$E，*I 6 *"

或 7*；"）若 K-<（$） & *!，则$% **!3$，或$*；%）若 K-<（$） & *!"，则$% **!"3$；I）若 K-<（$） & "!%，则

$% *"!%3$，*%I 或 "/（%）；J）若 K-<（$） & I!%，则 $% *I!%3$，*JI，*D 6 *%，或 "/（J）；E）若 K-<（$） & *!%，则

$% **!%3$；G）若 K-<（$） & $E!%，则 $% *$E!%3$，*$GI，*"J 6 *J，"/（$G），或 "4（%）。

证明 ! 由于结论 $）9 E）的证明方法与结论 G）类似，因此下面只证结论 G）。
!若 $循环，则 K-<（$） & 8’2$（8 2 $），于是 8’2$（8 2 $）& $E!%，解得 ’ & $，8 & $E!% 3 $；或 ’ & I，

8 & ! & $G，故 "% *$E!%3$ 或 *$GI。

"若$非循环，则’&"，如果 $ & 8"，那么 K-<（$） & 8（8 2$）"（8 3$），于是 8（8 2 $）"（8 3 $）& $E!%，
由对 !，8的假定知这一方程无解。因此 $ & 8’，而 ’& %。由 $, -（$） 8 & C..（$） 8 . K-<（$） 8 及引理$

知 $ . K-<（$），但 K-<（$） & $E!%，所以 8 & "，或 8 & !。当 8 & "时，$ & *，或$E，由引理"及文献［$］
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的表一知，满足 !"#（!） " $%#& 的 ’ 阶或 $%阶群不存在。当 $ " #时，! " $&。由 !非循环，!"#（!） "
$%#& 及引理 ( 分别有
) $%#& " #&（# % $）&（#( & # & $）（# & $），$%#& " #&（# % $）(，$%#& " #&（# % $），$%#& " #&（# % $）(（# & $）
上述第 $ 个方程无解，第 (，&，* 个方程的解分别是 # " +，# " $,，# " &，因此 !% ’(+ ( ’+，)*（$,）或 )+（&）。

证毕

( 主要结果

定理 ) 设 )为有限幂零群，且 !"#（)） " $%#&（#为奇素数），则 )同构于下列 ’- 种群之一：
$）)$ " ’$%#&&$；)( " ’$,*；)& " ’(+ ( ’+；)* " )*（$,）；)+ " )+（&）；)% " ’’#&&$ ( ’&；), " ’*#&&$ ( ’+；)’ "

’. ( ’& ( ’+；). " ’(#(&$ ( ’’#&$；)$- " ’*#(&$ ( ’*#&$；)$$ " ’$-$ ( ’(+；)$( " ’’#(&$ ( ’(#&$；)$& " ’,& ( ’.；

)$* " ’(#&&$ ( ’+ ( ’&；)$+ " ’*#(&$ ( ’(#&$ ( ’&；)$% " ’$(+ ( ’$$ ( ’&；)$, " ’(#(&$ ( ’*#&$ ( ’&；)$’ " ’(#(&$ (
’(#&$ ( ’+；’$. " ’$. ( ’. ( ’+；)(- " ’(, ( ’, ( ’+；)($ " ’, ( ’. ( ’$&；

(）),&($ % ), ( ’(（ , " $，(，⋯，($）；
&）)*& % ’* ( ’’#&&$；)** % ’* ( ’*#&&$ ( ’&；)*+ % ’* ( ’+* ( ’&；)*% % ’* ( )*（+） ( ’&；)*, % ’* ( ’*#&&$ (

’+；)*’ % ’* ( ’&* ( ’+；)*. % ’* ( )*（&） ( ’+；)+- % ’* ( ’*#(&$ ( ’(#&$；)+$ % ’* ( ’$(+ ( ’$$；)+( % ’* (
’&, (’.；)+& " ’* ( ’(#(&$ ( ’*#&$；)+* % ’* ( ’(, ( ’$&；)++ % ’* ( ’(#(&$ ( ’(#&$ ( ’&；)+% % ’( ( ’( ( ’,&；

)+, % ’( (’( ( ’, ( ’$&；)+’ % ’( ( ’( ( ’. ( ’$&；)+. " ’( ( ’( ( ’(, ( ’+；)%- % ’( ( ’( ( ’$. ( ’+；)%$ %
’( ( ’( ( ’&, ( ’&；

*）)%( % ’’ ( ’*#&&$；)%& % ’’ ( ’+*；)%* % ’’ ( ’. ( ’&；)%+ % ’’ ( )*（+）；)%% % ’’ ( ’(#&&$ ( ’&；)%, %
’’ ( ’(#(&$ ( ’(#&$；)%’ % ’’ ( ’(, ( ’(；)%. % ’’ ( ’$. ( ’.；),- % ’* ( ’( ( ’(#&&$；),$ % ’* ( ’( ( ’&*；

),( % ’* (’( ( )*（&）；),& % -’ ( ’(#&&$；),* % -’ ( ’&*；),+ % -’ ( )*（&）；),% % !’ ( ’(,；),, % !’ ( ’$.；

+）),’ % ’$% ( ’(#&&$；),. % ’$% ( ’&*；)’- % ’$% ( )*（&）。

其中出现的 .#& & $（. " (，*，’，$%），.#( & $（. " (，*，’），.# & $（. " (，*，’）均为适当的素数。
证明 ) 设 ) " (!-#$

!$#(
!(⋯#+

!+，#$，#(，⋯，#+ 是互异的奇素数，由 )幂零和文献［’］知
) !"#（)） " !"#（/(） ( !"#（0$） ( ⋯ ( !"#（0+）（/( " /01(（)），0, " /01#,（)），, " $，⋯，+）

由文献［.］知对于每一个素数 #,（, " $，(，⋯，+），( 1 !"#（0,） 1 !"#（)） " (*#& 及 !"#（/(） 1 !"#（)）可

知 +# *且 !"#（/(）# (&，又可知当 /(循环时，!"#（/(） " (!-%$（( % $），所以 !-#*，故 !- " -，$，(，&，*。下
面对 !- 分情况讨论。

$）!- " -，) " #$
!$#(

!(⋯#+
!+，有以下 * 种情况。

!)% 0$。!"#（0$） " $%#& 及引理 & 知 )为 )$ 到 )+ 这 + 种群之一。
")% 0$ ( 0(，则又分以下 + 种情况。
2） !"#（0$） " ’#&，!"#（0(） " (。由引理 & 知 0$ % ’’#&&$，0( % ’&，从而 )% )%。

22） !"#（0$） " *#&，!"#（0(） " *。由引理 &知 0$% ’*#&&$，’+*，’. ( ’&，或 )*（+）；0(% ’+，所以 )同构
于 ),，)’ 这 ( 种群之一。

222） !"#（0$） " (#(，!"#（0(） " ’#。由引理 &知 0$% ’(#(&$，或 ’(,（# " &）；0(% ’’#&$，所以 )% ).。

23）!"#（0$） " *#(，!"#（0(） " *#。由引理 &知 0$ % ’*#(&$，或 ’$(+（# " +）；易证 0( % ’*#&$ 或 ’(+（# "
+），所以 )同构于 )$-，)$$ 这 ( 种群之一。

3） !"#（0$） " ’#(，!"#（0(） " (#。由引理 &知 0$ % ’’#(&$；易证 0( % ’(#&$，’.（# " &），从而 )同构
于 )$(，)$& 这 ( 种群之一。

#)% 0$ ( 0( ( 0&，分以下 + 种情况。
2） !"#（0$） " (#&，!"#（0(） " *，!"#（0&） " (。由引理&知 0$% ’(#&&$，’&*或 )*（&）；0(% ’+；0&%

’&，故 )% )$*。
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!!） "#$（!%） " &#’，"#$（!’） " ’#，"#$（!(） " ’。由引理 ( 知 !% % $&#’%%，或 $%’)（# " )）；易证
!’ % $’#%%；$*（# " (）；!( % $(，于是 &同构于 &%)，&%+ 这 ’ 种群之一。

!!!） "#$（!%） " ’#’，"#$（!’） " &#，"#$（!(） " ’。由引理 ( 知 !% % $’#’%%，或 $’,（# " (）；易证
!’ % $&#%%，或 $’)（# " )）；!( % $(，所以 &% &%,。

!-） "#$（!%） " ’#’，"#$（!’） " ’#， "#$（!(） " &。由引理 ( 知 !% % $’#’%%，或 $’,（# " (）；易证
!’ % $’#%%，或 $*（# " (）；!( % $)，于是 &同构于 &%.，&%*，&’/ 这 ( 种群之一。

-） "#$（!%） " ’#，"#$（!’） " ’#，"#$（!(） " &#。由引理 (知 !% % $’#%%，或 $*（# " (）；易证 !’ %
$’#%%，或 $*（# " (）；!( % $&#%%，或 $’)（# " )），从而 &% &’%。

!&% !% ’ !’ ’ !( ’ !&。易证这种情况矛盾。

’）!/ " %，& " ’#%
!%#’

!’⋯#( !(。易知 "#$（$’） " %，可得 &% &)，) " ’’，’(，⋯，&’。

(）!/ " ’，& " ’’#%
!%#’

!’⋯#( !(。以下分 ’ 种情况讨论。

"*’ % $&，这时 "#$（*’） " ’，再分 ( 种情况讨论。

!）&% *’ ’ !%，"#$（!%） " .#(。由引理 ( 知 !% % $.#(%%，于是 &% &&(。

!!）&% *’ ’ !% ’ !’。又分以下 & 种情况。
0） "#$（!%） " &#(，"#$（!’） " ’。由引理 (知 !% % $&#(%%，$)&，$* ’ $(，或 &+（)）；!’ % $(，所以 &同构

于 &&&，&&)，&&+ 这 ( 种群之一。
1） "#$（!%） " ’#(，"#$（!’） " &。由引理(知!%%$’#(%%，$(&或&+（(）；!’%$)，所以&同构于&&,，&&.，

&&* 这 ( 种群之一。
2） "#$（!%） " &#’，"#$（!’） " ’#。由引理 ( 知 !% % $&#’%%，或 $%’)（# " )）；易证 !’ % $’#%%，或 $*

（# " (），于是 &为 &)/，&)%，&)’ 这 ( 种群之一。
3） "#$（!%） " ’#’，"#$（!’） " &#。由引理 (知 !% % $’#’%%，或 $’,（# " (）；易证 !’ % $&#%% 或 $’)（#

" )），所以 &同构于 &)(，&)& 这 ’ 种群之一。
!!!）& % *’ ’ !% ’ !’ ’ !(，"#$（!%） " ’#’，"#$（!’） " ’#，"#$（!(） " ’。由引理 (知 !% % $’#’%%，

或 $’,（# " (）；易证 !’ % $’#%%，或 $*（# " (）；!( % $(，所以 &% &))。

#*’ % $’ ’ $’，这时 "#$（*’） " ’·(。再分以下 ( 种情况。

!）&% *’ ’ !%。"#$（!%） " ’(·(’，则 !% % $,(，从而 &% &)+。

!!）&% *’ ’ !% ’ !’。又有以下 ( 种情况。
0） "#$（!%） " ’·(，"#$（!’） " ’’·(。由引理 (知 !% % $,，或 $*；!’ % $%(，所以 &同构于 &),，&).

这 ’ 种群之一。
1） "#$（!%） " ’·(’，"#$（!’） " ’’。由引理 (知 !% % $’,，或 $%*；!’ % $)，从而 &同构于 &)*，&+/ 这

’ 种群之一。
2） "#$（!%） " ’’·(’，"#$（!’） " ’。由引理 ( 知 !% % $(,；!’ % $(，所以 &% &+%。

!!!）&% *’ ’ !% ’ !’ ’ !(。"#$（!%） " ’·(，"#$（!’） " ’·(，"#$（!(） " ’。很显然这种情况不可
能。

&）!/ " (，& " ’(#%
!%#’

!’⋯#( !(。由引理 ’的表 %知 *’ % $.，$’ ’ $’ ’ $’，$& ’ $’，,.，或 -.，显然 *’ %
$’ ’ $’ ’ $’ 不可能。以下分 ( 种情况讨论。

"*’ % $.，这时 "#$（*’） " &。

!）&% *’ ’ !%。"#$（!%） " &#(。由引理 (知 !% % $&#(%%，$)&，$* ’ $(，或 &+（)），从而 &同构于 &+’，&+(，

&+&，&+) 这 & 种群之一。
!!）&% *’ ’ !% ’ !’，则有以下 ’ 种情况。
0） "#$（!%） " ’#(，"#$（!’） " ’。由引理 ( 知 !% % $’#(%%，$(&，或 &+（(）；!’ % $(，于是 &% &++。
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!） "#$（!%） " &#&，"#$（!&） " &#。由引理’知!%%$&#&%%，或$&(（# " ’）；!&%$&#%%，或$)（# " ’），
于是 &同构于 &*(，&*+，&*) 这 ’ 种群之一。

!’& % $, ( $& 或 )+，这时 "#$（’&） " +，而 &% ’& ( !%。"#$（!%） " &#’，由引理 ’ 知 !% % $&#’%%，

$’,，或 &*（’），于是 &同构于 &(- 到 &(. 这 * 种群之一。
"’& % ++，这时 "#$（’&） " &’·’，而 &% ’& ( !%。"#$（!%） " &·’&，易证 !% % $&(，或 $%)，所以 &

同构于 &(*，&(( 这 & 种群之一。
.）!- " ,，& " &,#% !%#& !&⋯#, !,。由文献［%］的表一知 ’& % $%*，"#$（’&） " +，所以 "#$（!%） " &#’，
由引理 ’ 知 !% % $&#’%%，$’, 或 &*（’），从而 &同构于 &(+，&()，&+- 这 ’ 种群之一。
通过假设 & " &!-#% !%#& !&⋯#, !,，#%，#&，⋯，#, 是互异的奇素数，知道当 !- " -，%，&，’，,，& 显然不等，

所以 &在这 ,种情况下是互相不同构的，又 &在这 ,种情况的每种情况下，根据 #%，#&，⋯，#, 的个数分类，并
且在每一类当中 #%，#&，⋯，#, 都是互异的，所以由定理的证明很容易知道它们都是互相不同构的。又由幂零
群的性质知

/ "#$（&） " "#$（’&） ( "#$（!%） ( ⋯ ( "#$（!,）（’& " 012&（&），!- " 012#-（&），- " %，⋯，,）

定理证明过程中的每一个分类都是遵循着 "#$（&） " %*#’，所以这 +-类群的自同构群的阶都是 %*#’。
综上可知，自同构群阶为 %*#’（#为奇素数）的有限幂零群 &的结构有 &% 到 &+-，共 +- 种类型。 证毕
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