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批处理机上有就绪和截止时间的等长度工件排序
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摘要：一台批处理机一次可以同时加工多个工件（称为一批），每批工件有相同的开工和完工时间，加工时间等于其

中最长工件的加工时间。本文研究单台批处理机上有就绪时间和截止时间约束的 !个等长度工件的排序问题，目标
是求一个可行时间表。就该问题，G/H<5;<:已经提出了一个复杂性为 "（!I）的算法，在此基础上，本文推广 J/-:=等人
关于对应的经典排序问题的算法，得到了一个复杂性为 "（!"）的算法。算法分两个阶段执行：在阶级 C，算法找出所
谓的禁止开工区间，在这些区间中将不允许有工件开工；在阶段 CC，算法从时刻零开始，每当机器有空闲且不属于禁
止开工区间的时候，就按照最早截止时间优先规则从已就绪的未加工工件中选择尽可能多的工件作为一批进行加

工，若当前的机器空闲时刻属于某个禁止开工区间，则首先更新其到该禁止开工区间的右端点再进行决策。
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! ! 一台批处理机一次可以同时加工多个工件（称
为一批），每批工件有相同的开工和完工时间，并且

开工后不允许中断，也不允许插入其他工件，加工时

间等于其中最长工件的加工时间。批处理机排序模

型源于半导体芯片制造中的预烧（M’-.F5.）测试工
艺，其过程是将芯片（工件）成批地放入烘箱（批处

理机）中烘烤，能经受住预定烘烤时间（加工时间）

的芯片为合格产品，N:: 等［D］提供了相关的背景介
绍。

本文研究下面的单台批处理机排序问题。有 !
个工件 #D，#"，⋯，#!，加工时间皆为 $，工件 #%（ % & D，
"，⋯，!）的就绪时间为 ’%、截止时间为 (%，即 #% 只能

在时间区间［ ’%，(%］内安排加工。设工件由一台可以

同时加工至多 ) 个工件的批处理机进行加工，求一
个可行时间表。

当工件有相同截止时间时，CO’-/ 和 J57H(:［"］

证明了上述问题可以用动态规划方法在"（!"）时间

内解决。对任意截止时间的情形，G/H<5;<:［D］证明了
利用动态规划方法也可以在多项式时间内解决，但

复杂性高达 "（!I）。在 ) & D 时，即对于对应的经典
单机排序问题，J/-:= 等［*］ 设计了一个复杂性为
"（!"）（使用一定的数据结构，可降低为"（!(,3 !））

的算法，该算法首先找出不允许工件在其中开工的

所谓禁止开工区间，然后按照最早截止时间优先规

则逐个安排已就绪的工件进行加工。本文将证明

J/-:=等的算法可以推广到任意的 )，从而就一般情
形给出了一个 "（!"）算法，明显改进了 G/H<5;<: 的
结果。关于单台批处理机上等长度工件排序的其它

结果参考P:M;<:-和 G/O:-［Q］。当允许工件有不同加
工时间时，上述问题是 6R 困难的，甚至在 ) & D 和
) & * S 的情形［*+%］，或者在工件有相同截止时间的
情形［I+$］。

在可行时间表不存在时，排序者可以考虑允许

工件在截止时间之后完工，即允许延迟（此时通常

称截止时间为工期或交货期），注意到 G/H<5;<:［+］

已证明了最大延迟的值可以限定在基数为"（!+）的

集合｛’% * ,$ - (. %，. & D，"，⋯，!，, & #，D，⋯，!｝
内，因此通过二分搜索，调用笔者的算法可在

"（!" (,3 !）时间内得到一个使得最大延误最小的时
间表。

D 禁止开工区间和算法

称开区间（ /D，/"）为禁止开工区间，如果在任何
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可行时间表中不可能有工件在（ !!，!"）内开工。先考
虑问题：给定若干禁止开工区间，若不考虑工件各自

的就绪时间和截止时间，如何安排 "个加工时间为 #
的工件，使得它们全在时刻 $之前完工。
该问题可以用下面的算法!求解，并且算法!给

出这 "个工件中最早开工工件的最迟开工时间。
算法 !# !）任意划分 " 个工件成 %!，%"，⋯，

%「" & ’ 共「" & ’ 个批；
"）从后向前依次安排批 %「" & ’ ，%「" & ’ (!，⋯，%!，

其中%)的开工时间 *)为不落入禁止开工区间且小于
等于 *)+! ( #（或 $ ( #，如果 ) ,「" & ’ ）的最迟时刻。
引理!# 设 *!按算法!生成，若 "个工件全在时

刻 *! 之后开工且开工时间皆不落入禁止开工区间，
则它们不可能全在时刻 $之前完工。
证明 # 注意到 "个工件至少应分成「" & ’ 批进

行加工并参照 $%&’(等的文献［)］中 *’++% ,的证
明，结论易得。 证毕

按以下方式运用算法!。考虑就绪时间 -)和截止
时间 $.（$. " $)），设已经给出了［ -)，$.］中的禁止开

工区间集合，则约束于这些禁止开工区间及 $ , $.，

运用算法 ! 于工件集 /（ )，.）,｛0" -) # -" # $" #
$.｝可以发现 /（ )，.）中最早开工工件的最迟开工时
间 *。若 * 1 -)，则 /（ )，.）中的工件不可能全在［ -)，$.］

中加工，因而原问题不可行；若 -) # * 1 -) + #，则可
以断定（ * ( #，-)）是一个禁止开工区间，因为若其中
有工件开工，则这些工件不属于 /（ )，.）且会迫使
/（ )，.）中所有工件的开工时间大于 *。
在求解单台批处理机上有就绪时间和截止时间

约束的等长度工件排序问题时，将从右向左确定禁

止开工区间。考虑按从大到小的顺序处理就绪时间，

在处理 -) 时，-) 右边的禁止开工区间都已被发现，对
于每个 $." $)，约束于 $ , $.及这些禁止开工区间，

把算法 ! 运用于工件集 /（ )，.）以确定其中最早开工
工件的最迟开工时间 2.，称 2. 为 $.（相应于 -)）的关
键时间。设 2是相应于 -) 的最小关键时间，则 2 1 -)
时原问题不可行；-)# 2 1 -) + #时，发现禁止开工区
间（2 ( #，-)）。
一旦发现了所有禁止开工区间，将从时刻零开

始，在每个时刻按照最早截止时间优先规则安排尽

可能多（但不超过 ’个）已就绪的未加工工件作为一
批进行加工；若当前时刻落入某个禁止开工区间，则

首先更新其到禁止开工区间的右端点。

算法"#（假设工件编号满足 -!# -"#⋯# -3）
阶段 -（发现禁止开工区间）
首先对 . , !，"，⋯，3，置 ’. , .；并设禁止开工

区间集合为空集。然后对 ) , 3，3 ( !，⋯，!重复下面
的 !）和 "）。

!）对于每个 $. " $) 做!和"：
!若 ’. , .，置 ’. , !，2. , $. ( #；若 . 1 ’. 1

’，置 ’. , ’. + !；若 ’. , ’，置 ’. , !，2. , 2. ( #；
"若 2. 落入某个已经发现的禁止开工区间 4，

则置 2. , /01（4）。
"）若 ) , !或 -) 5 -)(!，置 2 , +/0｛2. ’.$.｝，
然后做：若 2 1 -)，宣称问题不可行，算法结束；若
-) #2 1 -) + #，宣称（2 ( #，-)）为禁止开工区间。
阶段 --（生成可行时间表）
首先置 ! , .，然后重复下面的步骤 !）、"）、,），

直到所有工件安排完为止：

!）若在时刻 !没有已就绪的未排序工件，则置 !
为下一个就绪时间；

"）若 ! 落入某个禁止开工区间 4，则置 ! ,
234（4）；

,）在时刻 !按最早截止时间优先规则安排尽可
能多（但不超过 ’个）已就绪的未加工工件作为一批
进行加工，然后置 ! , ! + #。
算法"在计算 $.（相应于下一个就绪时间）的关

键时间时采用了更新原有关键时间的方式，这使得

整个算法能在 6（3"）时间内运行。

例 !# 设 ’ , ,，3 , 5，# , ,，-)、$) 如表 !。

表 !# -)、$) 相关数据

0! 0" 0, 0) 06 05
-) . ! " , ) 6

$) 6 7 !" !. !! 8

对例 !运用算法 "，计算过程中的关键时间如表
"所示。当处理 -5 , 6时，$5 , 8的关键时间 6最小，
由于 -5 # 6 1 -5 + #，所以宣称（"，6）为禁止开工区
间。当处理 -" , !时，由于（"，6）是禁止开工区间，所
以 $" , 7的关键时间为"，并且由于 -"#" 1 -" + #，
所以宣称（ ( !，!）为禁止开工区间。最后生成时间
表如图 !。

图 !# 生成时间
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表 !" 例 # 中 !" 相应于 #" 的关键时间

#$

!"
$ % & ! # ’

#! ( ( ( ) ) )

## * * * $ $

#’ + + + !

* $ $ $

+ ! !

$ !

! 算法的正确性证明
定理 #" 在任何可行时间表中，没有工件在算

法!发现的禁止开工区间中开工；若算法!宣称问题
不可行，则该问题必不可行。

证明 " 利用引理 #，并对禁止开工区间的个数
进行归纳易证结论成立。 证毕

定理!" 若算法!没有宣称问题不可行，则生成
一个可行时间表。

证明 " 用反证法。设对于某问题，算法!没有宣
称不可行，但生成的时间表 % &（’#，’!，⋯，’"，⋯）

不可行，其中 ’" 是第一个包含延误工件的批。设

(（’"）、#（’"）、!（’"）分别表示 ’" 的开工时间、’" 中

工件的最早就绪时间、’" 中工件的最小截止时间。

不失一般性，设［’，(（’"）］中所有机器闲置时

间属于禁止开工区间，若不然，令 )*是其中不属于禁
止开工区间的最后一段机器闲置时间的右端点，并

设 #是在 )*或之后开工的工件的最早就绪时间，依据
%的生成方法，应有 #" )*，所以［ #，(（’"）］中没有不

属于禁止开工区间的机器闲置时间，而且所有在 )*
之前完工的工件的就绪时间小于 # + ,，这些工件对
于确定 #之后的禁止开工区间没有作用，因此删去
所有在 #之前完工的工件，并将余下工件的就绪时
间和截止时间减小 # 可获得一个新的反例，对于该
新的反例而言，［’，(（’"）］中的所有机器闲置时间

属于禁止开工区间。以下分几种情形讨论。

情形#" ’"+# - .。依据算法!生成 %的方法，
应有 #（’"）/ (（’"+#）；由于 ’" 包含延误工件，所以

!（’"）+ , - (（’"）；此外，注意到包含 #（’"）及 #（’"）

之后的禁止开工区间皆在处理 #（’"）之前已经发

现，易证以下结论：

#）若 #（’"）" (（’"+#）0 ,，则 !（’"）相应于

#（’"）的关键时间小于 #（’"），算法 ! 将宣称问题不

可行，与定理假设矛盾！

!）若 #（’"） - (（’"+#）0 ,，则 !（’"）相应于

#（’"）的关键时间 1 - (（’"+#）0 ,，算法 ! 或者宣称
问题不可行（若 1 - #（’"）），或者宣称包含 (（’"+#）

的禁止开工区间（1 + ,，#（’"））（若 #（’"）# 1 -
(（’"+#）0 ,），前一种情形与定理假设矛盾，后一种
情形与按算法 ! 生成的时间表 %不会有工件的开工
时间落入禁止开工区间矛盾！

情形 !" ’"+# & .。设 $是使得 ’$ & ’$0# &
⋯ & ’"+# & .的最小指标。
情形!2 #" ’$% ’$0#%⋯% ’"+#中有工件的截

止时间大于 !（’"），设 ’3 是包含这种工件的最迟开

工的批，#是 ’30#，’30!，⋯，’" 中截止时间小于等于

!（’"）的工件的最早就绪时间，显然 # / (（’3）。

约束于 ! & !（’"），对 ’30#，’30!，⋯，’"+# 中的工

件及 ’" 中截止时间等于 !（’"）的工件使用算法 #，
将生成 " + 3个开工时间 (30#，(30!，⋯，("，现在递推地
证明 (（’"+4）/ ("+4（’# 4# " + 3 + #）。由于 ’" 包含

延误工件，所以 (（’"）/ ("。如果已证得 (（’"）/ ("，
(（’"+#）/ ("+#，⋯，(（’"+4）/ ("+4（’# 4# " + 3 + !），
现证 (（’"+4+#）/ ("+4+#。

若 (（’"+4）& (（’"+4+#）0 ,，则由 (（’"+#）/ ("+4可

推出 (（’"+4+#）/ ("+4+#；若 (（’"+#）/ (（’"+4+#）0 ,，则
［ (（’"+4+#）0 ,，(（’"+4））属于禁止开工区间，所以算

法 # 生成的 ("+4 - (（’"+4+#）0 ,，因而
(（’"+4+#）/ ("+4 + ," ("+4+#

由于已证得 (（’30#）/ (30#，所以算法 ! 在处理
就绪时间 # 时，相应于 # 的最小关键时间 1 -
(（’30#），进而，由于 ’30# 在［ (（’3）0 ,，(（’"）］中不

属于禁止开工区间的最早时刻开工且 1也不落入禁
止开工区间，所以 1 - (（’3）0 ,。如果 1 - #，算法 !
将宣称问题不可行；如果 1" #，则 (（’3）- ## 1 -
(（’3）0 , - # 0 ,，算法 !将宣称包含 (（’3）的禁止

开工区间（1 + ,，#），矛盾！
情形!2 !" ’$% ’$0#%⋯% ’"+#中工件的截止

时间皆小于等于 !（’"）。如果 $ / #，类似于情形 !2 #
可证明结论，以下考虑 $ & # 的情形。
设 #是’#，’!，⋯，’"中截止时间小于等于 !（’"）

的工件的最早就绪时间，类似于情形 !2 #，约束于 !
& !（’"），算法#将指派给’#一个比 (（’#）更小的开

工时间 (#，既然按算法 !，’# 开工尽可能早（除非受

禁止开工区间影响），因此 (# - #，即处理就绪时间 #
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时将发现小于 !的关键时间，算法!将宣称问题不可
行，矛盾！

情形 "# " # $。类似于情形 !$ !可证明算法 !将
宣称问题不可行。 证毕
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