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一类二阶超定双曲型复方程组的 G5:7/..FH5(I:-< 边值问题
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摘要：考察了多双曲复数空间中，一类二阶超定双曲型复方程组
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#
K（ $"#），"，# K D，"，!#% 在一般柱型域上的

G5:7/..FH5(I:-< 边值问题。通过引入新的函数把问题转化为先求两个一阶超定双曲型复方程组，即广义多双曲正则

函数在一般柱型域上的 G5:7/..FH5(I:-< 边值问题，由已有结果得到它们各自的解，然后再把原问题化为一个一阶超

定双曲型复方程组的 G5:7/..FH5(I:-< 边值问题，在一般柱型域上通过函数论的方法获得了其可解条件，解的积分表

示以及解的唯一性。

关键词：G5:7/..FH5(I:-< 边值问题；超定双曲型方程组；多双曲复数

中图分类号：BD%L) "% 文献标识码：M! ! ! 文章编号：D*%"F **$+（"##$）#+F ##LLF #L

! ! 在文献［D］中通过引入双曲数研究了平面上一阶，二阶双曲型方程，文献［"F+］引入可交换四元数，研究

了一些 + 维，J 维的双曲型方程组，文献［J］引入多双曲数研究 J 维空间中一类超定双曲型方程组，文献［LF
N］研究了一些高阶高维的椭圆型方程组。本文用函数论的方法考虑一类二阶超定双曲型复方程组
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在一般柱形域上的 G5:7/..FH5(I:-< 边值问题，即问题 GH。

问题 GH! 求方程组（D）式在 % 内的解 !（ !），使它满足 !# ’D
"［%］，适合边界条件
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这里 +D#，+"#，+# 是实常数，而 #（ (）& ,（ (）- O+（ (），)D（ (），)"（ (），)（ (），+D#，+"#，+# 满足条件
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此处 "（# 0 " 0 D），##，#" 都是非负常数。

D 预备知识

双曲数是指 ! & 1 - O2，这里 1，2 是两个实数，而 O 是双曲单元，使得 O" & D。记 3D & D - O
" ，3" & D / O

" 。进

而 ! & $（ !）& 4（1，2）- O5（1，2）称为双曲复变函数，其中 4（1，2），5（1，2）都是实变量 1，2 的实值函数，分别

叫作 ! & $（ !）的实部与虚部，记作 G:! & 4（ !），C7! & 5（ !）。显然，! & 1 - O2 & $3D - %3"，! & $（ !）&
4 - O5 & &3D - ’3"，其中

$ & 1 - 2，% & 1 / 2，1 & $ - %
" ，2 & $ / %

" ；& & 4 - 5，’ & 4 / 5，4 & & - ’
" ，5 & & / ’

"

! 收稿日期："##NF D"F #N! ! 修回日期："##$F #+F "L

作者简介：鄢盛勇，男，讲师，硕士，研究方向为复偏微分方程的边值问题。



记
!!
!"!

" !"! " !
"（!# $ #!%），用!表示所有双曲数的集合，即双曲平面。记!" " ｛（ !!，!"）$ !&#!，& " !，"｝，

其中元素称为多双曲数，可见有 !" " "" $ #""，"" 是 " 维实空间，记

# "（#!，#"），% "（%!，%"），!! " #! $ #%!，!" " #" $ #%"，! "（ !!，!"）" # $ #%，"! " # ’ #%
定义 !［%］& 设多双曲复变函数 ! " (（ !!，!"）在区域 )（# !"）内满足：("!& " ’，& " !，"，则称 (（ !）是 ) 内

的多双曲正则函数。

定义 "［%］& 多双曲复变函数 ! " (（ !!，!"）在区域 )（# !"）内满足 ("!& " (&（ !），& " !，"，则称 (（ !）是 )
内的广义多双曲正则函数。

设一般柱形域 ) " ｛)!，)"｝" )! * )"，)!，)" 都是双曲复平面 ! 上的一有界单连通区域，其边界分别

为 "& " +&! % +&" % +&( % +&%，这里

+&! " ｛#& " ’ %&，’ $ #& $ ,!｝，+&" " ｛#& " %& $ ",!，,! $ #& $ ,"｝

+&( " ｛#& " ’ %& $ "," ’ ",!，," ’ ,! $ #& $ ,"｝，+&% " ｛#& " %&，’ $ #& $ ," ’ ,!｝

!’& "（! ’ #）,，& " !，"，, " ," ’ ,!

记 !’ "（ !’!，!’"），+& " +&! % +&"，+ " +! * +"，还设 ," & ",!。

引理 !［%］& 多双曲正则函数满足边界条件（"）-（%）式的问题 )* 有解，且可表示为
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且还有估计式 3%［!，)］$ 4!（4! 是只与 %，5’，5"，) 有关的非负常数，以下类同）。

引理 "& 当满足3!
%［ (&，)］$4’，& " !，"；(!"!" " (""!! 时，广义多双曲正则函数满足边界条件（"）-（%）式

的问题 )* 有解，且可表示为
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其中(.!（#!，#"），(."（$!，$"）类似于（+），（,）式，’6（ !）是多双曲正则函数，满足下列边界条件

)-［’（ !）’6（ !）］" ’ )-［’（ !）&（ !）］，!# +，./［’（ !’）’6（ !’）］" ’ ./［’（ !’）&（ !’）］" ’
并且还有估计式 3%［!，)］$ 4"。

" 问题的转化

假设方程组（!）满足下列条件 1。

条件 1& (&5 满足 3!
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多双曲正则函数，分别满足下面方程组
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由条件 ! 和引理 " 知，满足（#）式的 !$，!" 可表示成 % % % % !" # $" % ’$" % !"，" # $，" （&）
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而 ’$"，" # $，" 类似于 $"，" # $，"，也是 . 内多双曲正则函数，适合下列边界条件
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并且还有估计式 % % % % % % % % % % % 1$
$［!"，.］$ 2.，" # $，" （$0）

于是方程组（$）式的问题 )1 转化为广义多双曲正则函数即方程组（$2）式，适合边界条件（0）式的

)3*,45561378*9: 边值问题
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. 问题的解

定理 $% 当条件 ! 满足时，方程组（$）式的问题 )1 有解，且可表示为（$#）3（""）式，并且还有估计式

1$
$［%，.］$ 2/。

证明 % 方程组（$）式的解 %（ ,）满足（$2）式，其中 !$，!" 见（&）式，因 $$，$"，’$$，’$" 都是多双曲正则

函数，由条件 ! 得
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而 ’"（ (）是多双曲正则函数，满足下列边界条件
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再由（-），（+）式及条件 )，易得 0!
%［&，1］$ 2+。 证毕

定理 ’, 当条件 ) 满足时，方程组（!）式的问题 #. 至多有一解。

证明 , 设方程组（!）式的问题 #. 有解 &!（ (），&’（ (），令 &（ (）! &!（ (）& &’（ (），则它是方程组（!）式

在 +)3 ! "，)，3 ! !，’ 且 /)（ 4）! "，/（ 4）! "，4# ,；-)" ! "，-" ! "，) ! !，’ 时问题 #. 的解。由定理 ! 知道其

解可表示为 &（ (）! "，即 &!（ (）! &’（ (）。 证毕
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