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二维混合关联及算法
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摘要：为了研究两个不同类型随机变量的关联及算法，提出了二维混合关联和二维混合单关联的概念，以及二维混

合关联的两个基本模型。建构了二维混合单关联的两个基本模型。建构了二维混合型随机变量，给出了二维混合

密度的精确定义，推出了求解关联变量自身分布的算法，对于关联模型 !（"），! 的边缘密度为 #!（$）%"
&
#（’&，$），

$#!，对于关联模型 "（!），" 的边缘分布列为 #"（’&）% $
!

#（’&，$）I$，& % %，"，⋯。再利用重期望公式，推出求解了关

联变量自身分布的数学期望的简化算式。
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! ! 一个离散型随机变量和一个连续型随机变量相关联是一个常见的现象。如对某一学生群体，可用离散

型随机变量"描述学生的性别，用连续型随机变量!描述学生的身高，显然"和!是相关联的。本文称两个不

同类型随机变量的关联为二维混合关联，下面将讨论二维混合关联的基本模型、研究目标、基本算法和数字

特征。

% 基本模型

定义 %［%GK］! 设 " % "（(），! % !（(）是定义在同一个样本空间 ) % ｛(｝上两个随机变量，不妨设 " 为一

个为离散型随机变量，! 为一个为连续型随机变量。如果一个随机变量的取值不受另一个随机变量取值的影

响，则称这个随机变量为自由变量，否则称为关联变量。当 "，! 其中一个是自由变量，另一个是关联变量时，

称这种二维混合关联为二维混合单关联。

关联模型约定为 !（"）表示 " 是自由变量，! 是关联变量；"（!）表示 ! 是自由变量，" 是关联变量。

二维混合单关联是二维混合关联的基本形式。事实上，当 "，! 都是关联变量时，在没有第三方信息的条

件下，即为循环式关联，此时是无法获得 " 与 ! 之间关联的确切算法的。

" 研究目标

本文的主要研究目标是，对于二维混合单关联，在已知自由变量的分布和关联变量的条件分布情况下，

如何使关联变量解除与自由变量的关联，而获得其自身分布的基本算法。

例 % ! 用 " 描述某一学生群体学生的性别，定义 " % % 表示男生，" % # 表示女生，则 " 服从 L（%，#）。用

! 描述该学生群体学生的身高，定义男生身高和女生身高的概率密度分别为 #%（$），#"（$），试求 ! 的概率分

布密度。

分析 ! "为离散型自由变量，由已知身高 !的取值（概率密度）依赖性别"的取值，则 !为连续型关联变

量，其关联模型为 !（"）。

事实上，概率密度 #%（$）是在“" % %”的条件下 !的条件密度，即 #%（$）% #!（$ " % %）；概率密度 #"（$）

是在“" % #”的条件下 ! 的条件密度，即 #"（$）% #!（$ " % #）。所以，例 % 是在已知自由变量 " 和关联变量

! 的条件分布下，求解 ! 自身分布的问题。
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! 基本算法

求解关联变量的自身分布，采用通常的数学方法，将自由变量和关联变量合成一个二维随机变量（!，"）

来加以考虑，这里称此（!，"）为二维混合型随机变量［"］，然后借鉴一般二维随机变量关于边缘分布的算法，

达到求解关联变量自身分布的目标。

!# " 关联变量的条件分布

对于关联模型 "（!），记自由变量 ! 的分布列为 #!（$%）& ’（!% & $%），% & "，$，⋯，且当#!（$%）( % 时，

记关联变量 " 的条件分布密度为 #"（) $%）& #"（) ! & $%），)# !。

对于关联模型 !（"），记自由变量 " 的分布密度为 #"（)），)# !，且当 #"（)）( % 时，记关联变量 ! 的条

件分布列为 #!（$% )）& #（! & $% " & )），% & "，$，⋯。

!# $ 二维混合密度

为了简便起见，对二维混合型随机变量（!，"）的概率密度采用以下定义方式给出。

定义 $& 对于关联模型 "（!），若关联变量 " 的条件分布密度 #"（) $%）存在，则称

#（$%，)）& #!（$%）#"（) $%），% & "，$，⋯，)# !
为二维混合型随机变量（!，"）的混合密度。

对于关联模型 !（"），若关联变量 ! 的条件分布列 #!（$% )），% & "，$，⋯ 存在，则称

#（$%，)）& #"（)）#!（$% )），% & "，$，⋯，)# !
为二维混合型随机变量（!，"）的混合密度。

可以验证，无论是 "（!）或 !（"），（!，"）的混合密度都有

"）非负性：#（$%，)）% %；

$）规范性："
%
$
!

#（$%，)）’) & " 或$
!
"

%
#（$%，)）’) & " 。

!# ! 基本算法

显然，关联变量的自身分布，就是二维混合型随机变量（!，"）关于关联变量的边缘分布。

定理 "& 对于关联模型 "（!），" 的边缘密度为 #"（)）&"
%
#（$%，)），)#!。对于关联模型 !（"），! 的边

缘分布列为 #!（$%） & $
!

#（$%，)）’)，% & "，$，⋯。

证明& 对于 "（!）有 *"（)）& ’（"& )）& ’（ + ( , ! , - ( ，"& )）& $
)

+(
"

%
#（$%，.）’.，两边对 )

求导，得 #"（)）& "
%
#（$%，)），)# !。

对于 !（"）有 #!（$%）& ’（! & $%，+ ( , " , - ( ） & $
!

#（$%，)）’)，% & "，$，⋯。 证毕

例 $& 试求例 " 中 " 的概率分布密度。

解& 由定义二得关联模型 "（!），（!，"）的混合密度为

#（%，)）& #!（%）#"（) %）&
（" + #）·#$（)），% & %，)# !。

#·#"（)），% & "，)# !{
。

由定理 "，有 #"（)）& "
"

% & %
#!（%）#"（) %）&（" + #）·#$（)）- #·#"（)），)# !。

例 !& 设 " / 0（%，"），! / )（1，"）。试求 "）（!，"）的混合密度；$）关于 ! 的边缘分布列。

解& 关联变量 ! / )（1，"）是指条件分布! " / )（1，"）。

"）由定义二的关联模型 !（"），（!，"）的混合密度为

#（%，)）& #"（)）#!（% )）&
*%

1)
%（" + )）1+%，% , ) , "，% & %，"，⋯，1

%，)& % 或 )%{ "
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!）由定理 "，! 的边缘分布列为

"!（#）$ $
%#

&#
"（#，’）$’ $ $

"

%
&#

(’
#（" & ’）(&#$’ $ &#

($
"

%
’#（" & ’）(&#$’ $

&#
(’（# % "，( & # % "）$ "

( % "，# $ %，"，⋯，(

其中贝塔函数 ’（# % "，( & # % "）$ !（# % "）!（( & # % "）

!（( % !）
$ "

（( % "）&#
(

。

例 () 设随机变量 ) 服从参数为 " 的指数分布 *（"），随机变量 ! 服从参数为 ) 的泊松分布 +（)）。试求

关于 ! 的边缘密度。

解) 由定义二得关联模型 !（)）及定理 "，有

"!（#）$ $
%#

&#
")（’）"（# ’）$’ $ $

%#

%
"* &"’ ’#

# ！
* &’$’ $ "

# ！$
%#

%
’#* &（"%"）’$’ $ "

（" % "）#%"，# $ %，"，⋯

上式运用 !（# % "，" % "）分布的规范性$
%#

%

（" % "）#

!（# % "）
’#* &（"%"）’$’ $ " 所得。

以上各例表明，关联变量的条件分布与它自身的分布是类型相同的不同分布。

( 数字特征

求解关联变量自身分布的数字特征，可以类比二维随机变量的算法进行，这里从略。

一种形式简明、应用较多的混合单关联，即将自由变量作为关联变量分布中的常见参数使用（ 事实上，

把分布中的未知参数，当作一个随机变量去看待，是贝叶斯学派的一个重要观点［!］），本文称这种关联为混

合参数单关联。在混合参数单关联的情况下，定理 ! 给出了求解关联变量自身数学期望的一个算法，将大大

简化求解过程。

定理 !) "）对于关联模型 )（!），若 *（) !）$ !，则关联变量 ) 自身的数学期望为*（)）$ *（!）。

!）对于关联模型 !（)），若 *（! )）$ )，则关联变量 ! 自身的数学期望为 *（!）$ *（)）。

证明 ) 由重期望公式［!］，有 *［*（) !）］$ *（)），*［*（! )）］$ *（!）。再结合已知条件 *（) !）$

! 或 *（! )）$ )，即得 "）、!）的结果。 证毕

例 +) 根 据 以 下 混 合 单 关 联，求 解 关 联 变 量 自 身 的 数 学 期 望。"）已 知 ! , +（#）（ 泊 松 分 布），

) , -（!，$!）。!）已知 ) , .（/，0）（均匀分布），（0 1 / 1 %），! , +（)）。

解) "）由 ) , -（!，$!），则 *（) !）$ !，且 *（!）$ #。由定理 ! 得 *（)）$ *（!）$ #。

!）由 ! , +（)），则 *（! )）$ )，且 *（)）$ / % 0
! 。由定理 ! 得 *（!）$ *（)）$ / % 0

! 。

+ 结语

类似于两个同类型随机变量的关联，二维混合单关联有着广泛而且更灵活的应用。

例如，某厂有 ( 种型号的大批电子产品，每种型号的寿命标记为 2#，# $ "，!，⋯，(，且知其分布列为

+（! $ 2#）$ "#，# $ "，!，⋯，(。又知寿命标记 2# 的电子产品的实际使用寿命服从指数分布 *（2#），# $ "，!，

⋯，(。今从中任取一种型号的电子元件，试求该电子元件的实际使用寿命 ) 的分布。显然这是一个二维混合

单关联的应用问题，不难算得 ) 的分布密度 ")（’）$"
(

# $ "
"#2#*

&2#’，’ 1 %。假如又把它们看成随机生成过程中

的一个“链结”，那么多个这样的有序“链结”，就会产生一个特殊的随机过程。

从例 , 中还看出，当自由变量 ) , .（%，"）作了二项分布 ! , ’（(，)）的第二个参数时，使得 ! 的性质

发生了变化，即关联变量 ! 的自身分布成为 ( % " 个点上的等可能分布了。因此，有目的地使分布参数随机

化，可以改变关联变量的自身分布，实现对随机分布的生成与控制。
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