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摘要：小波变换在分析二维图像中曲线或者直线边缘特征方面存在明显不足，而由小波变换而来的 4./<=2=( 变换具

有很强的方向性，能更好地逼近和稀疏表达平滑区域和边缘部分。本文首先介绍了一代和二代 4./<=2=( 变换的概念

及二代 4./<=2=( 变换快速离散算法的实现，然后分别采用小波变换和二代 4./<=2=( 变换的快速离散算法进行图像去

噪实验。实验采用 J/1K（J/1KK806GL1>=M (/10>3-/:）算法实现有关 4./<=2=( 变换，即在 ;@NNO 方法上增加一个 J/1K
步骤，将任意区域通过周期化技术一一映射到原点的仿射区域。对比试验结果表明，在图像消噪中二代 4./<=2=( 变

换的离散算法较小波变换有更好的视觉效果，而且 !"#$ 也有一定的提高。
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! ! 小波变换是一种图像多尺度几何分析工具，在

图像消噪领域有广泛应用［%GD］。小波变换的优势在

反映一维连续信号的奇异性，而对二维图像中的边

缘，如各种直线或者曲线等更高维的平面奇异性则

难以表达其特征［+］。针对小波变换 的 不 足，S ,)
410MT> 等人提出了一种更适合分析具有曲线或者

超平面奇异性高维信号的 4./<=2=( 波换［+］。4./<=G
2=( 变换不但和小波变换一样具有局部时频分析的

能力，还具有比小波变换能力更强的方向选择和辨

识能力，因此，对图像边缘的表达能力更强。

4./<=2=( 变换诞生的时间并不长久，虽然还难以

预测其在图像处理领域中的发展，但它在图像消噪

方面的应用已经凸显出其强大的优势［UGF］。本文采

用 @(1/’V 等人提出的快速离散 4./<=2=( 算法［U］，较

好地对图像进行了去噪处理，特别是有纹理的区域。

% 4./<=2=( 变换

为了克服小波变换沿边缘信息表达能力的不

足，410MT> 首先在 %$$H 年提出了 P8M6=2=( 变换［H］。

P8M6=2=( 变换能有效地表示直线的奇异性特征，但是

对于图像曲线边缘的描述，其逼近性能有限，并不能

稀疏表示曲线的奇异性。同时，多尺度 P8M6=2=( 分

析冗余度很大。为了寻求更好的表示方法，%$$$ 年

410MT> 和 B-0-5- 在 P8M6=2=( 变换的基础上提出了

4./<=2=( 变换，并且构造了 4./<=2=( 变换的紧框架。

这就是第 % 代的 4./<=2=( 变换，其很强的方向性能

够高效地表示图像的边缘。但是，其算法的实现存

在很大困难，而且冗余度仍然很大。410MT> 等人在

"##" 年提出了第 " 代 4./<=2=( 变换，同时给出了新

的 4./<=2=( 变换的框架体系，并在 "##U 年提出了两

种基于第 " 代 4./<=2=( 变换理论的快速离散实现方

法，克服了第 % 代 4./<=2=( 变换实现方法复杂、冗余

度大的不足。

%) % 第 % 代 4./<=2=( 变换［$］

4./<=2=( 变换（4./<=2=( (/10>3-/:）由 410M=> 和

B-0-5- 在 %$$$ 年提出的［+］，它是由 410MT> 在 %$$H
年提 出 的 P8M6=2=( 变 换 理 论 衍 生 而 来。单 尺 度

P8M6=2=( 变换的基本尺度是固定的［%#］，而 4./<=2=(
变换则可在所有可能的尺度 % WX # 上进行分解。对

于曲波变换有如下定义。

定义 %! 4./<=2=( 变换是将任意均方可积函数 &
映射为系数序列 !"（"#’）的变换。其中 ’ 表示 !"
的参数集，称元素 $"：( %%&)，!，%"#，)#’"，!#
( 为 4./<=2=( 变换。

在 4./<=2=( 变换的支撑区间上有

*+,-. ( /012-." （%）
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称 这 一 关 系 为 各 向 异 性 尺 度 关 系（!"#$%&’%()
$*+,#"- ’.,+&#%"），曲波变换的这一核心关系表明曲

波变换是一种具有方向性的基原子，这正是曲波变

换具有良好的非线性逼近能力的一个根本原因。

这就 是 通 常 称 为 第 / 代 01’2.,.& 变 换 的

01’2.,.& 变换，其数字实现的主要步骤［//］ 如图 / 所

示。

图 /3 01’2.,.& 变换的分解和合成过程

分解过程首先是对函数进行子带分解，即将 !
用滤波器 "4 分解为（"4 !，!/ !，!5 !，⋯），然后定义方

形区域 # $［%/ & 5
’，（%/ ( /）& 5’）)［%5 & 5

’，（%5 (
/）& 5’）中的平滑窗口函数 *#，将其和子带函数相

乘，实现对不同尺度子带函数的平滑。然后对每个二

进方块 #，定义（+# !）（,/，,5）$ !（5’,/ - ./，5’,5 -
.5），用该算子将位于方形区域 # 中的函数正规化到

但为尺度。此时得到 /# $（+#）-/（*#!’ !），接着进

行基函数为 "# 的正交6#7-.,.&分解，得到$% $〈/#，

"#〉，其中 % $（#，#），"# 是构成 05（65）空间上正交

基的函数。

01’2.,.& 变换中合成过程是分解过程的逆过

程。首先进行 6#7-.,.& 合成，再进行重正规化，然后

是平滑集成，最后进行子带重建完成合成过程。

/8 5 第 5 代 01’2.,.& 变换

第 5 代01’2.,.&变换与第/ 代01’2.,.&变换的相

同点只是紧支撑、框架等的抽象数学含义，在构造上

却发生了根本变化。第/ 代01’2.,.&变换的构造思想

是对曲线进行分块，将每个分块中的曲线近似为直

线来做 6#7-.,.& 分析，而第5 代 01’2.,.& 变换已完全

与 6#7-.,.& 变换无关。这里仅仅介绍实验中使用到

的离散 01’2.,.& 变换。

/8 58 / 离散01’2.,.& 变换［/5］3 以笛卡尔坐标系下的

!［ 1/，15］（4 $ 1/，15 2 3）为输入，01’2.,.& 变换的离

散型是为

45（ 6，7，.）：$ %
4$1/，15 2 3

!［ 1/，15］&5
6，7，.［ 1/，15］（5）

采用一带通函数 ’（8/）$ (（8/ & 5）5 - (（8/）! 5，

定义

’6（8/）$ ’（5 -68/） （9）

用此函数实现多尺度分割，对于每一个 8 $
（8/，85），8/ 9 4，有

:6（’)78）$ :（5［ 6 & 5］85 & 8/ - 7） （:）

其中，’)7 是 一 个 剪 切 矩 阵（;<.+’ =+&’#>）’)7 $
/ 4

- &+")7
[ ]/ 。)7 并非等间距，但是斜率是等间距的。

定义

;
<
6（8）：$ ’6（8/）:6（8） （?）

对于每一个 )7 #［ - ! & :，! & :］，有

;
<
6，7（8）：$ ’6（8/）:6（’)78）$ ;

<
6（’)78）（@）

/8 58 5 离散 01’2.,.& 变 换 的 实 现 方 法 3 544? 年，

0+"7A$ 和 B%"%<% 提出了两种快速离散 01’2.,.& 变

换的 实 现 方 法，分 别 是 C;DDE（C".F1+,,)G$(+*.7
H+$& H%1’#.’ &’+"$H%’=$）算法和 I’+( 算法。这里仅仅

介绍所使用的 I’+((#"- 方法。

/8 58 9 基于 I’+((#"- 的快速离散 01’2.,.& 变换实现

方法［//］3 这个方法的核心思想是围绕原点 I’+(，

意思是在具体实现时对任意区域，通过周期化技术

意义 映 射 到 原 点 的 仿 射 区 域。该 方 法 是 在 基 于

C;DDE 方法上增加 I’+( 步骤，具体过程如下。

/）对于给定的一个笛卡尔坐标小的二维函数

进行 5B DDE 变换，得到二维频域表示

!J［3/，35］，- 3 & 5 $ 3/，35 $ 3 & 5 （K）

5）在频域，对于每一对（ 6，7）（ 尺度，角度），重

采样 !J［3/，35］得到采样值

!J［3/，35 - 3/ &+")7］，（3/，35）# "6 （L）

9）将内插后的 !J 与窗函数 ;
<
6 相乘可得

!J［3/，35］$ !J［3/，35 - 3/ &+")/］&;6［3/，35］（M）

:）围绕原点 I’+((#"- 局部化 !J［3/，35］。

?）对 !J 6，7 进行 5B DDE 逆变换，由此可得到离散

的曲波系数集合 45（ 6，7，.）。

5 01’2.,.& 变换在图像消噪中的应用

频域滤波方法和空域平滑方法，常常被用来抑

制或者消除常见图像中的随机噪声，但是，这两种方

法都有很大不足，就是以损失大量的图像信息为代

价。目前，比较有效的去噪方法是小波域滤波。但是，

恰如引言中论及的小波变换局限性，对二维图像进

行小波变换后，重要边缘上的系数往往很大，这就导

致在重建图像的时候需要保留大量的小波系数。而

由统计原理，数据的精简与其精确性之间的矛盾，即

便取其二者之间最好的折中，仍将产生较高的均方

5 重庆师范大学学报（自然科学版）3 <&&(：N N OOO8 *F"1P8 *"3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 第 5@ 卷



误差［!"］。#$%&’(’) 变换对图像边缘的“ 稀疏”表示，

则在保证较低均方误差的同时，实现了图像数据的

精简性和精确性的理想平衡，体现出 #$%&’(’) 变换

在消噪方面优于小波的图像表达能力。

基于 #$%&’(’) 变换的消噪算法主要有如下步

骤：

!）对含噪声图像进行 #$%&’(’) 变换，得到每个

子带的 #$%&’(’) 变换系数；

*）对得到的 #$%&’(’) 变换系数进行阈值处理。

由于 #$%&’(’) 变换中，较大的系数对应于较强的边

缘，较小的系数则对应于噪声［!*］，故保留较大的系

数；

"）对 处 理 之 后 的 #$%&’(’) 变 换 系 数 进 行

#$%&’(’) 逆变换，得到消噪图像。

" 实验结果

首 先，选 取 +,)(,-./ 0! 中 自 带 的 一 张 图 片

（ (’1,/ 234），加入随机噪声，进行 #$%&’(’) 变换实现

消噪。实验的结果如图 * 所示。

图 *5 基于 #$%&’(’) 变换的图像消噪

从实验结果中不难看出，消噪图像很好地实现

了图像的复原，特别是有纹理的区域，复原效果较为

理想。

下 面，笔 者 选 取 +,)(,-./ 0! 中 自 带 的 图 像

-,-,%,%/ 234， 加 入 设 定 的 随 机 噪 声（!"#$% 6
%,171（&）! $#’()，其中 & 为图像大小，$#’() 为标

准偏差），得到加噪图像（!"#$*8#(’ + #(’ , !"#$%），

再分别进行基于小波变换的消噪和基于 #$%&’(’) 变

换的消噪，并选择峰值信噪比进行比较。

图像的峰值信噪比由以下公式计算得到：

-.&/ + *0!(94!0（*:: ; <=%)（0.1））

其中均方差：

0.1 6 <$>（<$>（（ #(’23%$4"3%58#(’）?*））6 &?*
实验中，笔者加入的噪声强度 ! 分别为 0/ 0.@

和 0/ !，经对加噪图像进行典型小波变换消噪处理

和 #$%&’(’) 变换消噪处理之后，计算得到的图像峰

值信噪比结果如表 ! 所示。

表 !5 不同消噪方法的 -.&/ 值对比

方法 ! + 07 0.@ 的 -.&/ ! + 07 ! 的 -.&/

含噪图像 *!/ AB *0/ 0.

典型小波消噪算法 *./ 00B @ *:/ :.* "

#$%&’(’) 消噪算法 *A/ .@: @ *@/ :.: "

同时，分别对不同强度噪声的噪声图像，小波消

噪图像和 #$%&’(’) 消噪图像进行对比，不难看出小

波消噪与 #$%&’(’) 消噪的效果差异。特别是在纹理

区域，#$%&’(’) 变换消噪有更为优越的消噪表现。

图 "5 两种图像消噪方法结果对比

C 结束语

#$%&’(’) 变换在图像消噪方面，较之小波变换硬

阈值消噪有更好的效果。特别是纹理区域的复原，

#$%&’(’) 变换更表现出强大的一面，比较图 " 中衣服
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的纹理图案即可发现这一点。另外，基于 !"#$%&%’
变换消 噪 后 的 图 像 都 较 小 波 变 换 消 噪 后 图 像 的

!"#$ 有相当程度的提高（见表 (）。但是，笔者在实

验过程中发现，基于 !"#$%&%’ 变换的算法消耗的时

间与相应小波算法相比长出很多，这与文献［)］中

论及的，在 !"#$%&%’ 变换中存在突出的计算冗余度

问题一致。因此，基于 !"#$%&%’ 变换的消噪算法还

有待于进一步研究。
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