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基于平滑核的广义变分去噪模型
!

王 益 艳

（四川文理学院 物理与工程技术系，四川 达州 *CH###）

摘要：基于偏微分方程的变分模型是目前图像处理中最好的方法之一，然而，在解决图像去噪中的反问题时，传统的

全变分模型存在“阶梯”效应这一固有缺陷。针对该不足，本文提出了一种基于平滑核的广义变分去噪模型（ 即 !" #

/-4 76.
"

$（"）# "!"（ " ）I%I& ’ #
" "! " ( "# "I%I{ }& ），该模型采用通用形式的平滑核函数作为图像的正则化项，

选取一种鲁棒性好和边缘保持能力强的势函数，利用变分原理推导出与该模型相应的偏微分方程，最后给出了结合梯度加

权最速下降法和半点格式的数值迭代算法（ ")’$
*，+ # ")

*，+ ’ $,·（
"-（ " ）

"
"%% ’ ".（ " ）"&&）)

*，+ ’（#（"# ( "））)
*，[ ]+ ）。

大量实验仿真结果表明，该模型对高斯噪声图像具有良好的噪声滤除和细节保护能力，与传统全变分模型相比，无

论是主观视觉效果，还是客观性能评价指标（J=%K）方面，都具有明显的优势。
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! ! 图像去噪是图像处理中一个重要环节，它对图

像的后续处理，如边缘检测、图像分割、特征提取、模

式识别等带来很大的影响。图像的噪声去除和细节

保护是一对矛盾关系，图像的低通滤波在去除噪声

的同时，产生图像边缘的模糊，而人对图像的高频成

分是敏感的。基于偏微分方程的变分模型方法是目

前国际上非常流行的热门课题［$FN］，近几年已开始大

量应用于图像去噪等领域，其高质量的处理效果已

引起国内外研究学者的广泛重视。全变分模型［$FC］

是其中的典型代表，它通过引入能量函数，将图像恢

复问题转化成一个泛函求极值问题，即变分问题，其

本质上是一种正则化方法。该方法在去除噪声的同

时，可以使图像边缘得到保护。然而，该模型本身存

在固有缺陷，即在处理平坦区域时，容易将噪声点当

成边缘，从而导致最终处理结果产生“阶梯”效应。

本文针对全变分模型存在的不足，提出了一种

基于平滑核的广义变分模型，该模型采用通用形式

的平滑核函数作为图像的正则化项，选取一种鲁棒

性好和边缘保持能力强的势函数，并推导了与之相

应的欧拉F拉格朗日方程，最后结合梯度加权最速下

降法和半点格式的数值迭代算法对方程进行求解。

实验结果表明，该模型对于高斯噪声污染的图像能

取得良好的恢复效果，相比于全变分模型，该模型获

得的去噪后的图像具有更好的客观评价指标和细节

保护能力，同时还有效避免了“阶梯”效应。

$ 全变分去噪模型

令 " 为原始清晰的图像，"# 为被噪声污染的图

像，即 "# # " ’ )。式中 ) 是均值为#。方差为 ’" 的高

斯噪声。即

/（)）# #，/"（)）# ’" （$）

全变 分（L&;/0 ’/-6/;6&.，L?）去 噪 模 型 是 由

K,I6.［$］ 等人提出的，并且现在是图像恢复中最成

功的方法之一。K,I6. 等人认为，有噪声图像的的全

变分比无噪声图像的全变分明显大，最小化全变分

可以达到去除噪声的目的。全变分模型是一种变换，

可用下式表示

01（"）# "! " I%I& （"）

其中， " # #" 2 #%
#" 2 #[ ]& ， " # #"

#( )%
"
’ #"
#( )&!

"
是

图像的梯度场，! 为图像的定义域。（%，&）$ ! 为像
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素点的二维坐标。

并假设所有可观测的图像具有有界变分。有界

变分空间定义为

!"（!）# ｛$ ! $$ %"（!），&"（$）’ # ｝（$）

!"（!）是在 !" 范数 $ !" # $ %" ( &"（$）下

的 %&’&() 空间。

由（"）式可知，&" 范数最小化应满足以下两个

条件。

"!$*)** # "!$+*)**

"
! "!（$ + $+）,*)** # ", （-）

此处， ! 为图像区域 ! 的面积。对于常数 ,，有

&"［$ ( ,］ # &"［$］。因此，第一个条件通常总是

成立的［$］。于是，从 $+ 中恢复 $ 的问题就演变为在

条件
"
! "!（$ + $+）,*)** # ", 下，求 &"（$） #

"! $ *)** 的最小化问题。通过引入参数 #，可以

定义一个新的能量泛函

./’
$

-（$）# "! $ *)** ( #
, "! $ + $+ ,*)*{ }*

（0）

其中，参数 # 为拉格朗日乘子，对平衡图像去噪和平

滑起重要作用。这样，就建立了图像恢复的全变分模

型。

, 广义变分模型及其 123 的推导

全变分去噪模型虽然在平滑高斯噪声的同时能

有效保护图像细节，然而研究结果表明，该模型本身

存在固有缺陷。即在处理平坦区域时，有可能将噪声

当成边缘，从而容易产生阶梯效应。基于此，本文提

出如下广义变分模型

.$ # &45 ./’ {$
-（$）# "!$（ $ ）*)** (

#
, "! $ + $+ ,*)* }* （6）

上式中，第 " 项为图像的正则化项，是对图像正则性

的先验假设；第 , 项为数据保真项。正则化项中，$：

!"% ! 为特定的光滑函数，称为边缘保持势函数，

可以取指数函数、抛物线函数、对数函数等［-］。边缘

保持势函数均为稳健函数，它必须满足以下 6 条基

本性质［0］。

!非负性：$（ /）& +，’/$ ! 且 $（+）# +；

"可微性：$（ /）几乎处处可微；

#单调性：$0（ /）& +，’/& +；

$ 7/.
/%+ (

$（ /）
/,

# % 1 +，+ ’ %(( # ；

% 7/.
/%(#

$（ /）
/,

# +；

&$0（ /）
/ ，/$［+，( # ）单调下降且几乎处处连

续；

注意：$（ /）不 可 微 时，$0（ /） #［$0（ / ( ） (
$0（ / +）］2 ,）。其中，性质$衡量的是图像噪声平滑

的效果，性质 % 衡量的是图像细节保护能力。边缘

保持势函数的选取，对滤波性能有一定的影响［638］。

在本文中，选择$（ /）# ,（" ( /,）" 2 , + ,，该函数具有

较强的噪声鲁棒性和边缘保持能力，同时其形式简

洁明了，参数较少，便于数值实现。

从（6）式可以看出，该模型是 -（$）# "!4（)，*，

$，
#$
#)

，
#$
#*

）*)** 型泛函，其中

4 # $（ $ ）( #
, $ + $+ , #

$ #$
#( ))

,
( #$
#( )*!( ),

( #
, $ + $+ , （8）

文献［9］给出了该类泛函求极值的必要条件，

即欧拉 + 拉格朗日方程（123）

#4
#$

+ #
#)
#4
#( )5 + #

#*
#4
#( )6 # + （9）

其中，5 # #$
#)

，6 # #$
#*

。所以对于（8）式，有

#4
#$

# #（$ + $+）

#4
#5

# $0（ $ ）·
#$ 2 #)

$
#4
#6

# $0（ $ ）·
#$ 2 #*

$ （:）

将（:）式代入（9）式得

#（$ + $+） {+ #
#) $0（ $ ）·

#$ 2 #)[ ]$
(

#
#* $0（ $ ）·

#$ 2 #*[ ] }$
# +

#（$ + $+）+（ #
#)

，
#
#* [）· $0（ $ ）·

#$ 2 #)
$ ，

$0（ $ ）·
#$ 2 #* ]$ # +
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!（! " !!）"（ #
##

，
#
#$

）· "%（ ! ）
! （

#!
##

，
#!
#$[ ]） & !

!（! " !!）" · "%（ ! ）
![ ]! & !（"!）

由上述推导可知广义变分模型的欧拉 " 拉格朗

日方程为

" · "%（ ! ）
![ ]! ’ !（! " !!）& !

（""）

将（""）式两边同时乘以（! " !!），然后在整个

图像区域 # 上积分，可得

! & "
$# # "#()* "%（ ! ）

![ ]! ·（! " !!）$#$$

（"#）

其中，$# 是噪声的方差。因此，由（"#）式可以看出，

参数 ! 依赖与噪声水平。

% 数值算法

通过前面的分析知道，变分问题（&）式可以转

化为欧拉 + 拉格朗日方程（"#）式的解。因此，本文采

用结合梯度加权最速下降法和半点格式的数值迭代

算法对（"#）式进行求解。

由梯度下降法，引入人工时间变量 ,，则根据

（""）式可得如下发展方程

#!
#,

& · "%（ ! ）
![ ]! " !（! " !!）

#!
#- ## & !，!（#，$，!） & !!（#，${ ）

（"%）

令 %为图像的梯度方向，&为与 %垂直的切线方

向，分别表示为

% & !
! &

（!#，!$）

!#
# ’ !#! $

，

& &
) !
! &

（ " !$，!#）

!#
# ’ !#! $

（"’）

用 !%% 和 !&& 分别表示 ! 在 % 和 & 方向上的二阶

导数，则

!%% &
#!%

#%
& #!%

##
，
#!%

#( )$
·

（!#，!$）

!#
# ’ !#! $

（"(）

其中 !% & #!
#%

&（!#，!$）·
（!#，!$）

!#
# ’ !#! $

& !#
# ’ !#! $

则

#!%

##
&

!#!## ’ !$!#$

!#
# ’ !#! $

（"&）

#!%

#$
&

!#!#$ ’ !$!$$

!#
# ’ !#! $

（")）

将（"&）、（")）式代入（"(）式得

!%% &
!#

# !## ’ #!#!$!#$ ’ !#
$ !$$

!#
# ’ !#

$

（"*）

同理可得

!&& &
!#

$ !## " #!#!$!#$ ’ !#
# !$$

!#
# ’ !#

$

（"+）

将（"%）式中的 · "%（ ! ）
![ ]! 展开成

% " & 方向的形式为

· "%（ ! ）
![ ]! & #

##
，
#
#( )$ ·

"%（ ! ）
! ·!#，

"%（ ! ）
! ·![ ]$ &

"%（ ! ）
! ·![ ]#

#
’ "%（ ! ）

! ·![ ]$
$

&

"%（ ! ）[ ]! !
· ! #·!# ’

"%（ ! ）[ ]!
·!## ’ "%（ ! ）[ ]! !

·

! $·!$ ’ "%（ ! ）[ ]!
·!$$ &

"%（ ! ）[ ]! !
·［ ! #·!# ’ ! $·!$］’

"%（ ! ）[ ]!
·（!## ’ !$$）&

".（ ! ）· ! " "%（ ! ）

! # ·

!##!## ’ #!#!$!#$ ’ !#$!$$

!## ’ !#! $

’ "%（ ! ）[ ]!
·（!%% ’ !&&）&

".（ ! ）· ! " "%（ ! ）
! ·!%% ’

"%（ ! ）[ ]!
·（!%% ’ !&&）&

"%（ ! ）
! !&& ’ ".（ ! ）!%% （#!）

将（#!）式代入（"%）式，可得

#!
#,

& "%（ ! ）
! !&& ’ ".（ ! ）![ ]%% ’ !（!! " !）

（#"）

采用半点格式的中心差分来离散化（#"）式中

的 ,-.，为了利用像素周围更多的信息，本文选择 *
邻域系统，如图 " 所示。
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（ ! " !，# " !） （ ! " !，#） （ ! " !，# $ !）

（ !，# " !） （ !，#） （ !，# $ !）

（ ! $ !，# " !） （ ! $ !，#） （ ! $ !，# $ !）

图 !" 图像的 # 邻域系统

设 % 为 &，’ 方向上两像素间的网格步长，!( 为时

间步长，记 )*
!，# 为采样值 )（ !%，#%；*!(），则中心像素

点的一阶导数和二阶导数对应的有限差分格式为

#)
#(

+
)*$!
!，# " )*

!，#

!(

（)&）
*
!，# +

)*
!$!，# " )*

!"!，#

$%

（)’）
*
!，# +

)*
!，# $! " )*

!，# "!

$%

（)&&）
*
!，# +

)*
!$!，# " $)*

!，# $ )*
!"!，#

%$

（)’’）
*
!，# +

)*
!，# $! " $)*

!，# $ )*
!，# "!

%$

（)&’）
*
!，# +

)*
!$!，# $! " )*

!"!，# $! " )*
!$!，# "! $ )*

!"!，# "!

%%$ （$$）

由一 阶 和 二 阶 导 数 的 差 分 格 式 可 以 得 到

) ，)"" 和 )## 的离散形式，进一步对（$!）式利

用时间步进法求解，其迭代形式为

)*$!
!，# + )*

!，# $ !( [· （
$,（ ) ）

) )"" $

$-（ ) ）)##）*
!，# $（%（)& " )））*

!， ]# （$’）

设图像大小为 . / 0，每个像素位置点（ !，#）$
｛!，⋯，.｝/｛!，⋯，0｝，采取对称边界条件为：)&，#

+ )!，#，).$!，# + ).，#，)!，& + )!，!，)!，0$! + )!，0。并且为

了避免上述方程中分母处的梯度为零，将梯度提升

为 ) & + ) $ $! &，其中，& 1 &。

% 实验仿真及结果分析

为了验证本文广义变分去噪模型的有效性，我

们进行了大量的仿真实验，将本文提出的模型与 ()
模型［’］进行了比较。采用峰值信噪比（2304）作为

去噪性能的客观评价尺度。

2304 + !&*+
（. / 0）,-.（&!，#）

$

*
!，#

（&!，# " ’!，#）
( )$ （$%）

式中，&是大小为. / 0的原始图像，’是去噪后的图

像。2304 值越大，图像去噪效果越好。

" " 实验 !" 分别采用大小均为 /!$ 0 /!$ 的标准

123- 图像和 45672 图像作测试对象，去噪前后的视

觉效果见图 $ 和图 ’，表 ! 是其对应的 2304（89）值

比较。图 % 和图 / 还给出两种模型去噪后图像的

2304 值随高斯噪声方差变化的曲线。

图 $" 123- 图像的恢复效果

图 ’" 45672 图像的恢复效果

表 !" 两种模型去噪后对应的 2304 值比较 89

噪声方差 123- 噪声图 () 模型［’］ 本文模型

’ : $& $$; !$! # $<; =<< ’ ’&; !&/ =

噪声方差 45672 噪声图 () 模型［’］ 本文模型

’ : $/ $&; !>= ! $/; />& / ’&; >>& =
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图 !" #$%& 图实验结果

图 ’" ()*+$ 图实验结果

实验 ," 采用标准 -&.$/&.&% 图像的局部作测

试对象，图 0 是高斯噪声方差 ! 1 2’ 的情形下，图像

去噪前后的视觉效果。表 , 是不同噪声条件下，两

种模型去噪后对应的 !"#$（34）值比较。

图 0" -&.$/&.&% 局部图像的恢复效果

表 ," 两种模型去噪后对应的 !"#$ 值比较 34

噪声方差 噪声图 56 模型［7］ 本文模型

! 1 ’ 7!8 ,,9 708 ,90 708 0!

! 1 2: ,;8 ,,; 7!8 ;;2 7’8 0;

! 1 2’ ,!8 079 7:8 9,’ 7,8 0’2

! 1 ,: ,,8 2’! ,;8 :00 ,98 :7!

由上图 , 和图 7 可看出，本文模型去噪后的视

觉效果明显优于 56 模型；而由图 0 可看出，56 模

型对去噪图像中“ 手臂”和“ 头发”等边缘处细节保

持较好，但在背景等平坦区域产生了一些“ 阶梯”效

应引起的虚假条纹，而本文模型的处理结果避免了

阶梯效应，既较好的保护了图像的边缘细节同时又

去除了大量噪声。此外，从图 !、图 ’、表 2 和表 , 中

!"#$ 值的比较结果可以看出，在不同噪声条件下，

本文模型对应的 !"#$ 值均高于 56 模型，这也从客

观评价角度说明了本文模型的有效性和优越性。

’ 结论

基于偏微分方程的变分模型方法是图像去噪领

域近年来研究的热点课题，本文针对经典全变分模

型存在“阶梯”效应的不足，提出了一种基于平滑核

的广义变分去噪模型，并推导出其数值离散化算法。

仿真实验结果表明，该模型对于高斯噪声污染的图

像具有良好的降噪性能，在去除噪声的同时保留了

图像的边缘细节。与全变分模型相比，该模型对应

的峰值信噪比（!"#$）在高噪声条件下至少提高了

2 34 左右，同时还有效避免了“阶梯”效应。
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