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一类时滞积分微分方程的稳定性分析
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摘要：讨论了一类具有离散时滞和无穷分布时滞的微分积分方程。利用分析技巧和 !C矩阵的性质，建立一个时滞微

分积分不等式。在此基础上，获得时滞微分积分方程零解全局指数稳定的一个充分条件。最后，对方程的一些数学模

型进行应用，获得新结果。假设 "（ #）" $［!，!%
&］满足下列微积分不等式 ’& "（ #） ( )"（ #）& *"［"（ #）］! &

#
&D

#
+（ ,）"（ # - ,）E,，#$ ##，这里) (（)./）%0%，)./$#（ .% /），* (（ 1./）%0%，1./$#，+（ ,）(（2./（ ,））%0%，2./（ ,）"$［! &，

! &］，#
&D

! #
2./（ ,）E, 3 & D，.，/ ( %，"，⋯，%。如果存在一个正向量 4 5 #使得 -（) & * & #

&D

! #
+（ ,）E,）4 3 #，那么当 "（ ,）

& 4，- D 3 ,& ## 时，有 "（ #）& 4，#$ ##，从而推广和改进了一些相关结论。
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% 预备知识
在物理、化学、电子学、生物等领域，积分微分方程是描述时间演化系统的重要数学模型之一。由于在这

些系统中，时间延迟现象是普遍存在的，因而具有时滞的积分微分方程及其实际模型近年来得到广泛关注，

并获得不少研究成果［%7%#］，其中，文献［%，@7*］讨论了具有离散时滞系统的稳定性，文献［G7I］讨论了分布时
滞系统的稳定性。显然，同时考虑具有离散时滞和分布时滞的微分方程（系统）更有普遍意义和研究价值。

本文考虑如下具有离散时滞和分布时滞的积分微分方程

89（ #）( :9（ #）& ;（ #，9（ #），9（ # - 1（ #）））& #
! #

-D
<（ # - ,，9（ ,））E,，#$ ## （%）

其中 9（ #） (（9%（ #），9"（ #），⋯，9%（ #））J，: (（=./）%0%，; " $［! 0 !% 0 !%，!%］，< " $［! 0 !%，!%］，且

;（·，#，#）( #，<（·，#）( #。
方程（%）的初始值问题由如下形式给定

9（ ## K ,）L "（ ,），""$，M D&,&#
通常记具有上述初始条件的解为 9（ #，##，"）或简记为 9（ #）。显然，9 L # 是方程的平凡解。
定义 % 如果对方程（%）的任意解 9（ #，##，#），#"$，存在常量 $ N # 和 %$% 满足

’9（ #，##，"）’&%’"’9 M $（ # M ##），#$##
称方程（%）的零解为全局指数稳定的。
为了方便，全文采用如下记号。

!% 为 %维实向量空间，!%
K(［#，D）O［#，D）O⋯ O［#，D），!% O>是 % O>实矩阵空间，? 为适当维数的

单位矩阵。$［@，A］表示从拓扑空间 @到拓扑空间 A的连续映射，$($［（ MD，##］，!
%］。对于 9 L（9%，9"，⋯，

9%）
J"!%，"（#）L（"%（ #），""（ #），⋯，"%（ #））J"$，记［9（ #）］K L（ 9%（ #） ， 9"（ #） ，⋯， 9%（ #） ）J，
［"（#）］K! L（’"%（#）’!，’""（#）’!，⋯，’"%（ #）’!）

J，:2(（9）L B.=<｛:2(（9%），:2(（9"），⋯，:2(（9%）｝，其中 !
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&!。这里 "#$（!"）%

& ’，!" ( )

)，!" % )

’，!"

{
* )

，’!"（ #）’" % "+,
& " ( $&)

!"（ # - $） ，（ " % ’，.，⋯，%）。对于 &，’"!%（或 &，’

"!% / (），&&’（& ( ’）表示 &，’对应元素满足关系“&”（“ (”）。特别地，&被称作非负矩阵当 &$)，对

& %（)"*）"!
% / %，采用［&］- %（ )"* ）% / %，&! %（)!"* ）% / %，)"*

! %
)"*，" % *

)"* ，"%{ *
&! %（)!）。

定义 .［0］ 矩阵 +称为非奇异#,矩阵（记作 +"-），如果 +的主对角元素非负且存在正向量 . %（ .’，
..，⋯，.%）

1 使得 +. * ) 或 +1. * )。

定义 2［’］ 设 /（ #）"0［!，!%
-］，称 + - /（ #）% 345

$)) -

/（ # - $）& /（ #）
$ 为 /（ #）的右上 64$4导数。

. 主要结果
微分不等式是定性分析微分方程动态行为的重要工具之一，为了获得方程（’）的稳定性，首先给出一

个时滞微分积分不等式结果。

定理 ’ 假设 /（ #）" 0［!，!%
1］满足下列微分积分不等式

+1 /（ #）2 3/（ #）1 4/［/（ #）］" 1 #
!

)
5（ $）/（ # 6 $）7$，#$ #) （.）

这里 3 2（7"*）%8%，7"*$)，"% *，4 2（9"*）%8%，9"*$)，5（$）2（:"*（$））%8%，:"*（$）" 0［!1，!1］，#
1!

)
:"*（$）7$ ; 1

!，"，* 2 ’，.，⋯，%。如果存在一个正向量 . < )使得

6（3 1 4 1 #
1!

)
5（ $）7$）. ; ) （2）

那么当 /（ $）&.，& ! ( $&#)时，有 /（ #）&.，#$#)。
证明 对（.）式两边积分，得

/（ #）& /（ #)）1 #
#

#)
［3/（$）1 4［/（$）］" 1 #

1!

)
5（ $）/（$ 6 $）7$］7$，#$ #) （8）

首先证明对任意 % * ’，当 /（ $）( %.，& ! ( $&#)时有
/（ #）( %.，对 #$#) （9）

否则，必存在某正整数 (和某时刻 #!* #)使得
/(（ #!）% %.(，/(（ #）&%.(，# ( #! （:）

/（ #）&%.，#&#! （;）
记 =( %（ )，⋯，)，{ ’<

(

，)，⋯，)），利用（8），（9），（;）式可得

/(（ #!）&=(｛/（ #)）1#
#!

#)
［3/（$）1 4［/（$）］" 1#

1!

)
5（ $）/（$ 6 $）7$］7$｝;

=(｛%. 1#
#!
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［3%. 14%. 1#

1!

)
5（ $）%.7$］7"｝2 =(｛%. 1#
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［3 1 4 1 #
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)
5（ $）7$］%.7$｝; =(｛%.｝2 %.(

这与（:）式中的第一个等式矛盾。让 %) ’ 1，那么 /（ #）& .，#$ #)。 证毕

下面利用定理 ’ 的结论来讨论方程（’）的稳定性。
定理 . 假设对任意 #" !，!，>" !%

［ ?（ #，!，>）］1& @［!］1 1 A［>］1，［B（ # 6 $，!）］1& C（ # 6 $）［!］1 （=）
这里 @ 2（D"*）%8%，A 2（ E"*）%8%为非负矩阵，5（ $）2（:"*（ $））%8%，:"*（ $）" 0［! 1，! 1］，"，* 2 ’，.，⋯，%，且

存在某正数 9使得#
1!

< )
F"*（ $）>&

$7$ ; 1 !。如果 +" -，+ 2 6（&! 1 @ 1 A 1 #
1!

< )
C（ $）7$），那么方程（’）的

零解是全局指数稳定的。
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证明 由假设（!），沿方程（"）求 #$%$导数 !"［#（ $）］"

!"［#（ $）］" % &’%（#）#&（ $）& ’!［#（ $）］" "［ (（#（ $），#（ $ ) *（ $）））］" " #
"(

) *
［+（ ,，#（ $ ) ,））］" +,&

（’! " -）［#（ $）］" " .［#（ $）］! " #
"(

) *
/（ ,）［#（ $ ) ,）］" +,，$$ $* （,）

由于 !" 0，则存在正向量 1满足 ) ) !1 2 *，（’! " - " . " #
"(

) *
-（ ,）+,）1 3 *

利用连续性和#456（ ,）-",+, 3 " (，则存在常量 # 2 *

(
满足

#7 " ’! " - " . " #
"(

) *
/（ ,）-#,+ ), 1 3 * （"*）

对于任意初始条件 #（ $* " ,）% $（ ,），) ( 3 ,&*，$"8，有
［#（ $）］"& 1!’$’- )#（ $ )$*），) ( 3 $& $*

其中 1! % "
.$%
"&5&9
｛15｝

1$ : ，: %（"，"，⋯，"）/。设 ;（ $）%［#（ $）］" -#（ $ )$*），显然

;（ $）%［#（ $）］" -#（ $ )$*）& 1!’$’，$& $* （""）
利用（,）式，进一步有 !" ;（ $）% #［#（ $）］" -#（ $ )$*） " !"［#（ $）］" -#（ $ )$*）&

#;（ $）"（’!" -）;（ $）" .［;（ $）］! " #
"(

) *
/（ ,）-#,;（ $ ) ,）+, %

（#7 " ’!" -）;（ $）" .［;］! " #
"(

) *
/（ ,）;（ $ ) ,）+,，$$ $* （"0）

结合定理 " 和（"*）<（"0）式，有 ) ) ;（ $）%［#（ $）］" -#（ $ )$*）& 1!’$’，$$ $*
上式蕴涵方程（"）是全局指数稳定的。 证毕

文献［1=2］考虑下列具有离散时滞形式的神经网络的数学模型及其特例。
·>（ $）% ) 8>（ $）" ’?（>（ $））" @A（>（ $ ) *（ $）））" B，$$ $* （"3）

其中 >（ $）4（>"（ $），>0（ $），⋯，>9（ $））/，8 4 C5D+｛E"，E0，⋯，E9｝，’ 4（ D56）9 5 9，@ 4（ F56）9 5 9，?（ >（ $））4
?"（>"（ $）），?0（>0（ $）），⋯，?9（>9（ $）））/，A（>（ $））4（A"（>"（ $）），A0（>0（ $）），⋯，A9（>9（ $）））/，6 4（ 6"，60，
⋯，69）

/，%（ $）4（%"（ $），%0（ $），⋯，%9（ $））/"8，(（·），+（·）满足 6$7&89:$;条件
［?（>）< ?（G）］=&-［> < G］=，［A（>）< A（G）］=&.［> < G］=，>，G"!9 （"1）

利用定理 0 的结果，讨论系统（"1）的平衡点的稳定性［1=2］。
定理 3 假设条件（"1）成立，如果 !" 0，! % 8 )［’］" - )［@］" .，那么系统（"3）存在唯一的全局

指数稳定的平衡态。

证明 为了说明系统（"3）平衡点的存在性，即代数方程 ) 8> " ’?（>）" @A（>）" B % *有界，定义空
间算子 H（>） % 8)"（’?（>）" @A（>）" B），> " !9。由（"1）有
［H（>）］" & 8)"［’］" "［?（>）］" "［@］"［A（>）］" "［B］"& 8)" "［’］" -［>］" "［@］" .［>］" " 8)"I
这里 I %［’］"［?（*）］" "［@］"［A（*）］" "［B］"，由 !" 0，则存在正向量 1使得［B］" & !C %（8)" )
［’］" - )［@］" .）C，从而有 8)"（［’］" - "［@］" .C）" 8)"I& C。
定义有界闭集 & % ｛> " !9 J［>］" & C ｝。那么对任意 > " & 有［H（>）］" & C，即 H（>）" &。利

用 >?@AB-?不动点原理，H有不动点 >!" &，即系统（"1）存在平衡点 >!。设
#（ $）% >（ $）) >! %（#"（ $），#0（ $），⋯，#9（ $））/

那么 K#（ $）% ) 8#（ $）% ’ C(（#（ $））" #
) $

)(
-（ $ ) ,）L+（#（ ,））+,，$$ $* （"D）

C(（#（ $））% (（#（ $）" >!）) (（>!），L+（#（ $））% +（#（ $）" >!）) +（>!）

且 ［ C(（#（ $））］"& -［（#（ $）］"，［ L+（#（ $））］"& .［（#（ $）］"

由 !"0和定理0的结论，方程（"D）的零解是全局指数稳定的。因此系统（"3）的平衡点是全局指数稳定且
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唯一。 证毕

文献［!!"］考虑下列具有分布时滞形式的神经网络的数学模型

·"（ #）$ % &"（ #）’ ()（"（ #））’ *#
# #

%$
+（ # % ,）-（"（ ,））%, ’ .，#$ #& （’(）

其中 +（ ,）$（/01（ ,））232，/01（ ,）" &［! ’，! ’］，#
’$

# &
/01（ ,）%, $ ’，其它参数的约定和系统（’)）相同。

利用定理 * 的结果，类似于定理 ) 的证明，有定理 +。
定理 + 假设条件（’+）式成立，如果 4" 5，4 $ & %［(］’ 6 %［*］’ 7，那么系统（’(）存在唯一的全

局指数稳定的平衡态。

注 ’ 定理 ) 改进了文献［+］中定理 *8 ’，文献［,］中定理 *8 ) 和文献［(］中定理 ’8 ) 的结果，定理 +
推广了文献［!!"］的主要结论。
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