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一类具有可变输入率的 @ A @ A % 排队模型
!

台文志，高世泽

（重庆师范大学 数学与计算机科学学院，重庆 B###BC）

摘要：讨论了到达的顾客以概率 !! " %
"! # % 进入 @ A @ A % 排队系统的可变输入率模型，获得了该模型的平稳分布和

顾客的平均输入率，系统的平均服务强度，平均等待队长，系统的平均队长，系统的损失概率，顾客进入系统并接

受服务的概率，单位时间内平均进入系统的顾客数，单位时间内平均损失的顾客数等相关指标，从而推广了文

献［%］中的结果。
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! ! 具有可变输入率的排队模型是排队论的 @ A @ A % 一个重要内容［%FH］。在日常生活中，经常可以看到顾客

到达某服务窗（台）前，发现顾客较多而犹豫，即要确定是否加入队列等候服务。一般而言，到达的顾客进入

系统的概率随当时的队长而发生变化。令 !! 表示当系统队长为 ! 时，新来的顾客加入队列的概率，显然应有

!# " % 且.46
!"I

!! " #。文献［%］讨论了到达的顾客以概率!! " %
! # % 加入队列排队等候服务的情况。本文引入

" 参数（" $ #），讨论了 !! " %
"! # % 的情形，使顾客进入系统的概率与顾客数 ! 的关系更切合实际情况，并获

得了该模型的平稳分布和相关指标，从而推广了文献［%］中的结果。

% 模型假设［%］

%）设系统中有一个服务窗口。

"）系统对每个顾客的服务时间 % 服从参数为 # 的指数分布。

G）顾客到达系统的时间间隔服从参数为 $ 的指数分布。

B）顾客的到达时间与服务时间独立，且系统容量为 I 。

J）到达的顾客加入队列排队等候服务的概率 !! " %
"! # %（!# !，" 为正常数）。

" 数学模型

令 &（ ’）——— 时刻 ’ 系统中的顾客数（队长），则可以证明｛&（ ’），’$ #｝是状态空间 ( " ｛#，%，"，⋯｝，且

生率为 $! " $
"! # %，! " #，%，"，⋯

灭率为 #! " #，! " %，"，G，B
{

，⋯

（%）

的生灭过程。

状态转移如图 % 所示。
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图 !" 状态转移图

# 平稳分布

定理 ! 设 !"（ #）$ %｛&（ #）$ "｝，"# ’，则｛&（ #），#$ $｝存在平稳分布
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证明 由状态转移图列出 + 氏方程［)］：

对 $ 状态有 " " " " " " " #!$ $ $!!%!! $ #
$
!$ $ !!$；

对 ! 状态有 " " #
（" ( !）

!! $ $!)%!) $ #
$（" ( !）

!! $ !)

（" ( !）
!$；

对 ) 状态有 " " #
（)" ( !）

!) $ $!#%!# $ #
$（)" ( !）

!) $ !#

（)" ( !）（" ( !）
!$；

⋯⋯

对 " ) ! 状态有 " " #
（" ) !）" ( !!")! $ $!"%!" $ !"

（" ( !）（)" ( !）⋯［（" ) !）" ( !］
!$

由正则条件&
(

" $ $
!" $ ! 知

!$ $ ! ( ! ( !)

" ( ! ( !#

（" ( !）（)" ( !）
( ⋯ ( !"

（" ( !）（)" ( !）⋯［（" ) !）" ( !］
({ }⋯

)!
证毕

值得注意的是，当 " $ ! 时，由（#）式有 !$ $ ! ( ! ( !)

)！
( !#

#！
([ ]⋯

)!
$ * )!，即有 !" $ !"

"！
* )!，（" $ $，

!，)，⋯），即平稳分布为参数是 ! 的泊松分布，与文献［)］的结论一致。

+ 系统的主要指标

!）顾客的平均输入率。由（!）、（)）式可得顾客的平均输入率
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)）系统的平均服务强度。由（+）式知系统的平均服务强度为
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&）平均等待队长 &’。注意到等待队长 (’ 有分布列
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故平均等待队长
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’）系统的平均队长 &+。首先，队长 ,（"）有分布列
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%）系统的损失概率 -损。由于部分顾客到达系统后没有加入队列排队等候服务，从而会给系统带来损

失，下面给出损失概率 -损。由于第 # " # 个顾客到达时发现已有 # 个顾客，他加入队列等候服务的概率为 ##，

不加入队列而离去的概率为 # % ##，注意到 #! $ #，故由全概率公式有
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(）顾客进入系统并接受服务的概率 -益 $ # % -损 $
’$
$

)）单位时间内平均进入系统的顾客数 . $ $-益 $ $
’$
$

$ ’$

*）单位时间内平均损失的顾客数 .损 $ $-损 $ $ # %
’( )$
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% 实例分析

设某自选商场只有一个收款窗口，当按泊松流到达的顾客发现等待的人较多时，会产生犹豫，究竟是否

加入队列等待服务，要考虑当时的队长，若队列较短，他下决心加入队列的可能性就较大，反之，加入队列的

可能性较小。现假定顾客到达后加入队列的概率为 ## $ #
"# " #（其中 ! / ## / #，! / "），即 ## 是依赖于队

长 # 的，当 #"" 时，##" !。这样顾客到达后不加入队列而离去的概率为 # % ##。本模型中假定 " $ $（在实

际问题中 " 的值可以通过抽样调查进行估计），$ $ !0 ’，% $ !0 %，试求相应的近似目标参量。

可见 ! $ !0 ’
!0 % $ !0 *，由于当顾客数 # $ %! 时，顾客留下等待服务的概率仅为 !0 !!*&，不到 #1。对于这
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种小概率事件发生的可能性极低，因此可将顾客数 ! " !" 近似为该窗口接待顾客的上限。
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) 结论

本文研究了 %! " #
"! $ # 的情形，并获得了该模型的平稳分布和相关指标，从而推广了文献［#］中的结

论。因此本文将其推广到更为一般的情形，更具普遍性，为实际运用提供了坚实的理论基础。
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