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摘要：给出 !"# 广义凸函数和 ! 拟凸函数等概念及特例，利用条件 I$，I"，研究了 !"# 广义凸函数的若干性质，给出

了由 !"# 广义凸函数构造的函数 !（"）J $［!（ %，&，"）］在［#，$］上是（ 拟）凸函数和水平集 ’#（ $）J｛% %"(，

$（%）##｝是关于 ! 的广义凸集等结论，并指出 $ 在 ( 上是 !"# 广义凸函数的充分必要条件是 $ 在 ( 上既是 !"# 近似

广义凸函数也是 ! 拟凸函数，最后给出了半严格 ! 拟凸函数在极小化问题中的应用，指出当(57
"$#

!（%，&，"）J & 时，半

严格 ! 拟凸函数的局部最优解是全局最优解。

关键词：!"# 广义凸函数；$ 拟凸函数；条件 I$；条件 I"；半严格 ! 拟凸函数

中图分类号：B$%+) $K 文献标志码：L! ! ! 文章编号：$G%"F GGMK（"#$$）#+F ###$F #E

! ! 我国著名学者匡继昌教授在他所著《常用不等式》（第 K 版）中，针对不等式研究提出了 $E" 个未解决的

问题，其中第 %M 个问题原文是：“在第 % 章中关于函数凸性的几十个不同概念中，哪些是最核心的概念？这

些概念之间有什么联系？”［$］。通过对一些常见的应用于不等式研究和优化理论研究这两个领域的具体广

义凸函数的分析归纳［"F%］，发现其定义中共有的形式结构使得它们具有一类共同的特征性质，因此本文在文

献［"FE］的研究基础上，把这样的形式结构进行抽象，提出 !"# 广义凸函数和 ! 拟凸函数的公理化概念，研

究其性质，希望能对匡继昌教授所提出的问题有所启发。

$ 概念与引理

定义 $! 称集合 (%!) 是关于 ! 的广义凸集，若存在向量值函数 !：( N ( N［#，$］$!)，使得&""
［#，$］，&%，&"(，有 !（%，&，"）"(。

同样可以定义 *%! 是关于 # 的广义凸集的概念。

定义 "! 设 (%!) 是关于 ! 的广义凸集，称 ! 在 ( 上满足条件 I$、I"，若&$，%"［#，$］，且 $ O %，

&%，&"(，有

I$：!［&，!（%，&，%），$ P $
%

］J !（%，&，$）；I"：!［%，!（%，&，$），
% P $
$ P $

］J !（%，&，%）

同样可以定义，当 *%! 是关于 # 的广义凸集时，# 在 * 上满足条件 I$、I" 的概念。

引理 $ ! 若向量值函数 ! 在 (%!) 上满足条件 I$、I"，则&""（#，$），&+$，+""［#，$］，+$’+"，

&%，&"(，有 !（%，&，"+$ Q（$ P "）+"）J !［!（%，&，+$），!（%，&，+"），"］。

定义 K! 设 *%! 是关于 # 的广义凸集，称 #（ ,，-，"）关于 ,，- 在 * 上非减，若

&""［#，$］，&,$，,"，-$，-""*，且 ,$#,"，-$#-"，有 #（ ,$，-$，"）##（ ,"，-"，"）

以上概念与引理来自文献［""K］，下面给出 !"# 广义凸函数的公理化概念。

定义 +! 设 (%!) 是关于 ! 的广义凸集，*%! 是关于 # 的广义凸集，向量值函数 !：( N ( N［#，$］$
!)，实值函数 #：* N * N［#，$］$!，实值函数 $：($*。称 $ 是 ( 上的 !"# 广义凸函数，如果满足下列 + 个条

件。
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!）!、" 分别在 #、$ 上满足条件 "#、"$，且关于 ! 在［%，#］上连续；

&）&!"［%，#］，&%，&"$ 有 ’()｛’，(｝#"（ ’，(，!）#’!*｛’，(｝；

+）"（ ’，(，!）关于 ’，( 在 $ 上非减；

,）&!"［%，#］，&)，*"#，有 +［!（)，*，!）］#"［ +（)），+（*），!］。

特别地，在上述定义中，当特取 $%! 为凸集，并且 "（ ’，(，!）- !’ .（# / !）(，&’，("$，则称数量函数

+：#$$是 # 上的 ! 凸函数。

当特取 $%! 为非空数集，并且 "（ ’，(，!）- ’!*｛’，(｝，&’，("$，则称数量函数 +：#$$ 是 # 上的 ! 拟

凸函数。!," 广义凸函数的特例见表 #。

表 #0 !," 广义凸函数的特例

序号 函数名称 #%!- $%! !：# 1 # 1［%，#］ "：$ 1 $ 1［%，#］

# 拟凸函数［#］ # 为凸集 $ 为任意非空实数集 !) .（# / !）* ’!*｛’，(｝

$ 凸函数［#］ # 为凸集 $ 为凸集 !) .（# / !）* !’ .（# / !）(

2 预不变凸函数［3］ # 为不变凸集［#%］，" 满足条件 4［##］ $ 为凸集 * . !"（)，*） !’ .（# / !）(

5 预不变拟凸函数［6］ # 为不变凸集［#%］，" 满足条件 4［##］ $ 为任意非空实数集 * . !"（)，*） ’!*｛’，(｝

7 几何凸函数［#］ #%!-
. . 为几何凸集 $%! . 为几何凸集 )!*# / ! ’! (# / !

8 对数凸函数［#］ # 为凸集 $%! . 为几何凸集 !) .（# / !）* ’! (# / !

9 指数凸函数 #%!-
. . 为几何凸集 $ 为凸集 )!*# / ! !’ .（# / !）(

3 . 幂凸函数［#］ #%!-
. . 为 . 幂凸集 $%! . 为 . 幂凸集 ［!). .（# / !）*.］

#
. ［!’. .（# / !）(.］

#
.

6 .,凸函数［#］ #%!-
. . 为 . 幂凸集 $ 为凸集 ［!). .（# / !）*.］

#
. !’ .（# / !）(

#% /,凸函数［#］ # 为凸集 $%! . 为 / 幂凸集 !) .（# / !）* ［!’/ .（# / !）(/］
#
/

注 #0 其中 .、/ 为非零常数，+ 0（)）-［ +（)）］0，对&) -（)#，)$，⋯，)-），* -（*#，*$，⋯，*-）"#%!-，规

定 )! -（)!# ，)!$ ，⋯，)!- ），)!*# / ! -（)!# *
# / !
# ，)!$ *

# / !
$ ，⋯，)!- *

# / !
- ）。

注 $0 表 # 中仅给出定义的形式结构，未给出具体不等式定义，以拟凸函数为例，从此表可知，其定义应

为：设 # 为凸集，$ 为任意非空实数集，+：#$$ 满足&!"［%，#］，&)，*"#，有 +（!) .（# / !）*）#
’!*｛+（)），+（*）｝，则称 + 是 # 上的拟凸函数。

注 20 表 # 中所给出的具体函数满足定义 5 的 5 个条件，验证都是初等的，这里仅举例加以说明。例

如，设 $ 为任意非空实数集，"（ ’，(，!）- ’!*｛’，(｝，&’，("$，因&#，$"［%，#］，且 # : $，&’，("!，有

"［ (，"（ ’，(，$），# / #
$

］- ’!*｛(，"（ ’，(，$）｝- ’!*｛(，’!*｛’，(｝｝- ’!*｛’，(｝- "（ ’，(，#）

故 " 在 ! 上满足条件 "#。

$ !," 广义凸函数的特征性质

定理 #0 设函数 +：#$$ 是 # 上的 !," 广义凸函数，则对&)，*"#，%（!）- +［!（)，*，!）］在［%，#］上有

下式成立，&!"［%，#］，&##，#$"［%，#］，%（!## .（# / !）#$）#"［%（##），%（#$），!］。

证明0 &!"［%，#］，&##，#$"［%，#］，如果 ## - #$，则有

%（!## .（# / !）#$）-%（##）-%（#$）#"［%（##），%（#$），!］

如果 ##’#$，则由 ! 满足条件 "#、"$ 及引理 # 可以推得

%（!## .（# / !）#$）- +［!（)，*，!## .（# / !）#$）］- +｛!［!（)，*，##），!（)，*，#$），!］｝#
"｛+［!（)，*，##），+［!（)，*，#$）］，!｝- "［%（##），%（#$），!］ 证毕

由定理 # 可以得到如下两个推论。

推论 #0 设函数 +：#$$ 是 ! 凸函数，则&)，*"#，%（!）- +［!（)，*，!）］是［%，#］上的凸函数。

推论 $0 设函数 +：#$$ 是 ! 拟凸函数，则&)，*"#，%（!）- +［!（)，*，!）］是［%，#］上的拟凸函数。

定理 $0 设函数 +：#$$ 是 !," 广义凸函数，则对&""!，水平集 1"（ +）-｛) )"#，+（)）#"｝为关于 !
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的广义凸集。

证明! &!，""#!（ $），有 $（!）#!，$（"）#!，则

&""［"，#］，&!，""#!（ $），$［%（!，"，"）］#&［ $（!），$（"），"］#$%&｛$（!），$（"）｝#!
即 %（!，"，"）"#!（ $），#!（ $）是关于 % 的广义凸集。 证毕

推论 ’! 函数 $：’$( 是 % 拟凸函数的充分必要条件是对&!"!，水平集 #!（ $）(｛! !"’，$（!）#!｝

为关于 % 的广义凸集。

证明! 必要性。由定理 ) 直接得到。

充分性。&!，""’，取 ! ( $%&｛$（!），$（"）｝，由此得到的水平集 #!（ $）(｛! !"’，$（!）#!｝为关于 %
的广义凸集，且 !，""#!（$）。于是&""［"，#］，%（!，"，"）"#!（$），即 $［%（!，"，"）］#! ($%&｛$（!），$（"）｝。

证毕

设 ’(!) 是关于 % 的广义凸集，(%! 是关于 & 的广义凸集，对于函数 $：’$(，构造集合如下：记 *$ (
｛" ""［"，#］，&!，""’，$［%（!，"，"）］#&［ $（!），$（"），"］｝，则有下述稠密性定理成立。

定理 ’! （稠密性定理）若 $：’$( 是 ’ 上的 %+& 广义近似凸函数，则集合 *$ 在［"，#］稠密。

证明! 由 %+& 广义近似凸函数的定义知，故)#，"，#"*$，其中 #"（"，#）。假设 *$ 在［"，#］非稠，则存

在 """（"，#），对于

"# ( *+,｛""*$ "*""｝，") ( -./｛""*$ "#""｝

有 "#") 0 "###，根据确界定义，对于 $" (
#
)

#
$%&｛#，# 1 #｝( )1 #（"# 1 ")），存在 ,#，,)"*$，使得 "##,# 0

"# 2 $"，") 1 $" 0 ,)#")，于是

,# 1 ,) 0 "# 1 ") 2 )$" (
#

$%&｛#，# 1 #｝
（"# 1 ")）或 $%&｛#，# 1 #｝（,# 1 ,)）0 "# 1 ")

令 +" ( #,# 2（# 1 #）,)，由 % 满足条件 3#、3) 及引理 # 知，对&!，""’，有

$［%（!，"，+"）］( $［%（!，"，#,# 2（# 1 #）,)）］( $｛%［%（!，"，,#），%（!，"，,)），#］｝#
&｛$［%（!，"，,#）］，$［%（!，"，,)）］，#］｝#&｛&［ $（!），$（"），,#］，&［ $（!），$（"），,)］，#］｝(

&［ $（!），$（"），#,# 2（# 1 #）,)］( &［ $（!），$（"），+"］

即 +""*$，对 +" 作如下讨论。

#）若 +"*""，由 +" 1 ,) ( #（,# 1 ,)）0 "# 1 ") 知 +" 0 "#，但 +"*"" 且 +""*，与 "# 的取法矛盾。

)）若 +"#""，由 ,# 1+" (（# 1 #）（,# 1 ,)）0 "# 1 ") 知 +" 4 ")，但 +"#"" 且 +""*，这与 ") 的取法矛盾。

综上，假设不成立，故 *$ 在［"，#］中稠密。 证毕

定理 5! $ 是 ’ 上的 %+& 广义凸函数的充分必要条件是 $ 在 ’ 上既是 %+& 广义近似凸函数也是 % 拟凸

函数。

证明! 必要性。显然成立。

充分性。只需证&""（"，#），&!，""’，有 $［%（!，"，"）］#&［ $（!），$（"），"］。因 $：’$( 是 ’ 上的 %+
& 广义近似凸函数，由定理 ’ 知，集合 *$ 在［"，#］稠密。

对&""（"，#），&!，""’，则有

!）当 $（!）#$（"）时，因为 *$ 在［"，#］稠密，故)｛")｝(（"，#），")$"（)$6），") 0 "
使得 $［%（!，"，")）］#&［ $（!），$（"），")］

因为对&""［"，#］，&-，."(，有 $*+｛-，.｝#&（ -，.，"），故

$（!）( $*+｛$（!），$（"）｝#&［ $（!），$（"），")］

令 /) ( %（!，"，")），.) (
" 1 ")

# 1 ")
"（"，#），因为 % 满足条件 3)，故有

%［!，%（!，"，")），.)］( %［!，%（!，"，")），
" 1 ")

# 1 ")
］( %（!，"，"）

因为 $ 是 ’ 上的 % 拟凸函数，于是
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!［"（#，$，!）］! !｛"［#，"（#，$，!%），&%］｝#"#$｛!（#），!［"（#，$，!%）］｝#
"#$｛!（#），’［ !（#），!（$），!%］｝! ’［ !（#），!（$），!%］

即 !［"（#，$，!）］#’［ !（#），!（$），!%］。

由 ’ 关于 ! 在［%，&］连续，在上式中令 %$’ ，就有 !［"（#，$，!）#’［ !（#），!（$），!］。

!）当 !（#）( !（$）时，因为 (! 在［%，&］稠密，故)｛!%｝(（%，&），!%$!（%$’ ），!% ( !
使得 !［"（#，$，!%）］#’［ !（#），!（$），!%］

因为对&!"［%，&］，&)，&"*，有 ")*｛)，&｝#’（ )，&，!），故

!（$）! ")*｛!（#），!（$）｝#’［ !（#），!（$），!%］

令 +% ! "（#，$，!%），&% ! & + !
!%
"（%，&），因为 " 满足条件 ,&，故有

"［$，"（#，$，!%），&%］! "［$，"（#，$，!%），& + !
!%

］! "（#，$，!）

因为 ! 是 , 上的 " 拟凸函数，于是

!［"（#，$，!）］! !｛"［$，"（#，$，!%），&%］｝#"#$｛!（$），!［"（#，$，!%）］｝#
"#$｛!（$），’［ !（#），!（$），!%］｝! ’［ !（#），!（$），!%］

即 !［"（#，$，!）］#’［ !（#），!（$），!%］。

由 ’ 关于 ! 在［%，&］连续，在上式中令 %$’ ，就有

!［"（#，$，!）］#’［ !（#），!（$），!］ 证毕

注 -. 由定义- 的条件 /）及 " 拟凸函数的定义，" 拟凸函数是一类特取 * 为任意非空实数集，’（)，&，!）!
"#$｛)，&｝，&)，&"* 的 "-’ 广义凸函数，并且在相同 " 的前提下，"-’ 广义凸函数一定是 " 拟凸函数。而定

理 - 说明，对于给定的一个 " 拟凸函数 !，如果还存在某个函数 ’，连同给定的 "，使之成为 "-’ 广义近似凸

函数，则可断言 ! 就是此 "、’ 下的 "-’ 广义凸函数。

0 半严格 " 拟凸函数在极小化问题中的应用

定义 1. 在定义 - 中，若条件 #）、/）、2）成立，而条件 3）改为

&!"（%，&），&#，$",，且 #’$，有 !［"（#，$，!）］4 ’［ !（#），!（$），!］

则称 ! 是 , 上的严格 "-’ 广义凸函数。

若条件 #）、/）、2）成立，而条件 3）改为

&!"（%，&），&#，$",，且 !（#）’!（$），有 !［"（#，$，!）］4 ’［ !（#），!（$），!］

则称 ! 是 , 上的半严格 "-’ 广义凸函数。

在上述定义中，特取 *%! 为非空数集，并且 ’（ )，&，!）! "#$｛)，&｝，&)，&"*，则称数量函数 !：,$* 是

, 上的严格 " 拟凸函数和半严格 " 拟凸函数。

考虑极小化问题（,）")*
#",

!（#）。

定理 1. 设函数 !：,$* 是 , 上的半严格 " 拟凸函数，且5)"
!$%

"（#，$，!）! $，若 ,# 是问题（,）的局部最优

解，则 ,# 也是问题（,）的全局最优解。若 ! 还是 , 上的严格 " 拟凸函数，则 ,# 是唯一的。

证明. 假设 ,# 不是问题（,）的全局最优解，则存在 #!",，使得 !（#!）4 !（,#）。

一方面，因 ,# 是问题（,）的局部最优解，则存在 ,# 的邻域 .(!%，满足

!（,#）#!（#），&#",-. （&）

另一方面，因5)"
!$%

"（#!，,#，!）!,#，所以存在 "，% 4 " 4 &，当 !"（%，"）时，有

"（#!，,#，!）",-.
因函数 !：,$* 在 , 上是半严格 " 拟凸函数，故

&!"（%，&），!［"（#!，,#，!）］4 "#$｛!（#!），!（,#）｝! !（,#）

即 &!"（%，&），!［"（#!，,#，!）］4 !（,#） （6）
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（!）式与（"）式矛盾。

当 ! 还是 " 上的严格 # 拟凸函数时，,$ 一定是唯一的。事实上，假设存在 .$""，.$’,$，且 .$ 也是问题（#）

的全局最优解，则 !（,$）$ !（.$），由严格 #%& 凸性知，此时对于&!"（%，!），有

!［#（,$，.$，!）］& ’()｛!（,$），!（.$）｝$ !（,$）$ !（.$） （*）

（*）式与 ,$ 是问题（#）的全局最优解矛盾。 证毕

注 +, 根据定义 + 知，严格 #%& 广义凸函数一定是半严格 #%& 广义凸函数，反之则未必成立［!"］。#%& 广

义凸函数与严格、半严格 #%& 广义凸函数三者之间在一定条件下可以相互转化［"%*］。

同时根据定义 - 的条件 .）及严格和半严格 # 拟凸函数的定义，在相同 # 的前提下，严格 #%& 广义凸函

数一定是严格 # 拟凸函数，半严格 #%& 广义凸函数一定是半严格拟凸函数。因此只需来关注半严格 # 拟凸

函数在极小化问题中的应用就可以解决 #%& 广义凸函数在极小化问题中的应用问题。
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