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摘要：本文给出了一类新的广义凸函数—强 !"预不变凸函数，它是一类重要的广义凸函数，它是强预不变凸函数的

真推广。首先，用例子证明了强 !"预不变凸函数的存在性，并举例说明它区别于 !"预不变凸函数、严格 !"预不变凸

函数；然后，给出了强 !"预不变凸函数的 G 个基本性质定理；最后还给出了 !"预不变凸函数是强 !"预不变凸函数的

一个充分条件，即令 #"!$ 是关于 !：!$ J !$#!$ 的不变凸集，且 ! 满足条件 2，如果 % 是 !"预不变凸函数，且$" K
#，使得%&，’&# 和 ’#&［#，$］有 %（’ L’#!（&，’））(! M $［’#!（ %（ &））L（$ M’#）!（ %（ ’））M "’#（$ M’#）)!（ &，’）)" ］。

那么，%：##! 是 #"!$ 上的关于 ! 的强 !"预不变凸函数。
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! ! 凸性和广义凸性在数学经济、工程、管理科学和优化理论中扮演着重要的角色；有关凸性和广义凸性的

研究是数学规划中最重要的方向之一。在 $O)$ 年，P/.:&. 和 2-/’9. 提出了一类广义凸函数—不变凸函数，

并且 2-/’9. 利用它们建立了分式规划的对偶原理；$O)) 年，Q96- 和 R&.S 在文献［$］中提出一类广义凸函

数—预不变凸函数，它是不变凸函数的推广形式；$OOD 年，R&3/. 和 %9&4< 证明了在条件 2 下，不变凸函数

是预不变凸函数，不变拟凸函数是预不变拟凸函数；"##D 年，颜丽佳和刘芙萍在文献［"］中又提出了一类特

殊的预不变凸函数—强预不变凸函数，讨论了它与强不变凸函数之间的关系，另外还给出了它的一些基本性

质和等价命题；"##I 年，N.;>T/U 在文献［G］中提出一类广义凸函数—!"预不变凸函数，它是预不变凸函数的

推广，并给出了 !"预不变凸函数的一些基本性质和判定方法；在此之后，一些学者对强预不变凸函数进行了

大量深入的研究［H"$$］。

在文献［"，O，$$］的启发下，本文提出了一类新的广义凸函数—强 !"预不变凸函数，它是强预不变凸函

数的推广。用例子说明了强 !"预不变凸函数的存在性，并说明它是区别于 !"预不变凸函数、严格 !"预不变

凸函数的一类新的广义凸函数；然后，给出了强 !"预不变凸函数的 G 个基本性质定理；最后还给出了 !"预不

变凸函数是强 !"预不变凸函数的一个充分条件。

$! 基本知识与例子

为了后面讨论的需要，先给出如下的定义。

定义 $［$］! 集合 #*!$ 是不变凸集，若存在向量函数 !：!$ J !$#!$，使得%&，’&#，#&［#，$］，’ L
#!（&，’）&#。

定义 "［"］! 设集合 #*!$ 是关于 !：!$ J !$#!$ 的不变凸集，函数 %：##!，如果存在常数 $ K #，使得

%&，’&#，#&［#，$］满足

%（’ L #!（&，’））(#%（&）L（$ M #）%（’）M $#（$ M #）)!（&，’）)"

则称函数 % 是强预不变凸函数。

定义 G［G］! 设集合 #*!$ 是关于 !：!$ J !$#!$ 的不变凸集，函数 %：##!，如果存在连续递增函数
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!："#（$）#!，对于%%，&&$，!&［!，"］满足

#（& # !"（%，&））(! $ "（!!（ #（%））#（" $ !）!（ #（&）））

则称 # 是 $ 上关于 " 的 !’预不变凸函数。

注 "% 定义 & 中如果%%，&&$（ %+&），%!&（!，"）使得公式严格成立，则称它是 $ 上关于 " 的严格

!’预不变凸函数。

条件 ’［(］% 称函数 "：!( )!(#!( 满足条件 ’，如果对%%，&&$，!&［!，"］有

"（&，& # !"（%，&））* $ !"（%，&），"（%，& # !"（%，&））*（" $ !）"（%，&）

条件 +［(］% 设集合 $*!( 是关于 "：!( )!(#!( 的不变凸集，对于函数 #：$#! 有

#（& # "（%，&））(#（%），%%，&&$
则称 # 满足条件 +。

定义 (% 设集合 $*!( 是关于 "：!( ) !(#!( 的不变凸集，函数 #：$#!，如果存在连续递增函数

!："#（$）#! 和常数 # , !，对于%%，&&$，%!&［!，"］有

#（& # !"（%，&））(! $ "［!!（ #（%））#（" $ !）!（ #（&））$ #!（" $ !）)"（%，&）)-］

则称 # 是 $ 上关于 " 的强 !’预不变凸函数。

强 !’预不变凸函数是普遍存在的，下面给出例 " 说明其存在性。

例 "% 令 $ *（ $ . ，# . ），#（ %）* /0［（ % $ "）- # "］，"（ %，&）*
% $ &，%,!，&,! 或 % 1 !，& 1 !
$ % $ &，%,!，& 1 ! 或 % , !，&({ !

，

!（ )）* 2)，则存在 # * " 使得 # 是关于 " 的强 !’预不变凸函数。

分析% 不难验证，对于%%，&&$，%!&［!，"］，当 # * " 时有

#（& # !"（%，&））(! $ "［!!（ #（%））#（" $ !）!（ #（&））$ #!（" $ !）)"（%，&）)-］

由强 !’预不变凸函数的定义，显然 # 是 $ 上关于 " 的强 !’预不变凸函数。

注 -% 例 " 说明了强 !’预不变凸函数的存在性。显然还可以知道，当 !（ )）* ) 时强 !’预不变凸函数就

退化成是强预不变凸函数。

下面用例 - 和例 & 说明强 !’预不变凸函数是不同于 !’预不变凸函数、严格 !’预不变凸函数的一类新的

广义凸函数。

例 -% 令 $ *（ $ . ，# . ），!（ )）* 340（ )），)& $ !- ，
!( )- ，"（ %，&）*

% $ &，%&-!
$ & $ %，%&{ 1 !

，#（ %）*

456340（ % ）。由定义 &，很容易得到 # 是 $ 上关于 " 的 !’预不变凸函数，但对%# , !，令 % * $ "，& * -，! *
"
- ，可得

#（& # !"（%，&））, ! $ "［!!（ #（%））#（" $ !）!（ #（&））$ #!（" $ !）)"（%，&）)-］

所以 # 不是关于 " 的强 !’预不变凸函数。

例 &% 令 $ *（!，7］，!（ )）* 2)，#（%）* /0 &，"（%，&）* !，由定义 ( 可以得到 # 是 $ 上的强 !’预不变凸函

数。但令 % * "，& * -（%+&），! * "
- 时，可得

!［ #（& # !"（%，&））］* & * !!（ #（%））#（" $ !）!（ #（&））* &
即 #（& # !"（%，&））* ! $ "（!!（ #（%））#（" $ !）!（ #（&）））

因此，# 不是 $ 上的关于同一 " 的严格 !’预不变凸函数。

-% 强 !’预不变凸函数的性质与判定

在这一节中，将介绍一些强 !’预不变凸函数的一些基本性质。

说明：若一个实值函数 ! 满足 !（% # &）* !（%）# !（&），%，& 在该函数的定义域中，则称函数 ! 满足可加

性；若一个实值函数 ! 满足 !（*%）* *!（%），% 在该函数的定义域中，* , !，则称函数 ! 满足正齐次性。

定理 "% 令 $ 是关于 "：!( )!(#!( 的不变凸集，#，+：$#! 是关于同一 " 和 ! 的强 !’预不变凸函数，
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若 ! ! "和 ! 满足可加性，则 " # # 也是关于同一 ! 的强 !$预不变凸函数。

证明$ 因为 "，# 是两个关于同一 ! 和 ! 的强 !$预不变凸函数，故存在常数 "" % &，"’ % &，%%，&&’，%#&
［&，"］，使得下面 ’ 个不等式成立

"（& # #!（%，&））(! ! "［#!（ "（%））#（" ! #）!（ "（&））! ""#（" ! #）)!（%，&）)’］

#（& # #!（%，&））(! ! "［#!（#（%））#（" ! #）!（#（&））! "’#（" ! #）)!（%，&）)’］

则有

（ " # #）（& # #!（%，&））( "（& # #!（%，&））# #（& # #!（%，&））(
! ! "［#!（（ " # #）（%））#（" ! #）!（（ " # #）（&））!（"" # "’）#（" ! #）)!（%，&）)’］

故 " # # 是关于 ! 的强 !$预不变凸函数。 证毕

定理 ’$ 假设 "：’#! 是关于 !：!( )!(#!( 的强 !$预不变凸函数，$ 是一常数，若 ! ! " 和 ! 满足可加

性，则 " # $ 也是关于 ! 强 !$预不变凸函数。

证明$ 因为 "：’#! 是关于 ! 的强 !$预不变凸函数，故存在一个常数 " % &，和连续实值增函数

!：)"（’）#!，对%%，&&’，%#&［&，"］，有

"（& # #!（%，&））(! ! "［#!（ "（%））#（" ! #）!（ "（&））! "#（" ! #）)!（%，&）)’］

于是可得

"（& # #!（%，&））# $(! ! "［#!（ "（%））#（" ! #）!（ "（&））! "#（" ! #）)!（%，&）)’］# $ (
! ! "［#!（ "（%）# $）#（" ! #）!（ "（&）# $）! "#（" ! #）)!（%，&）)’］

所以 " # $ 是关于 ! 的强 !$预不变凸函数。 证毕

定理 *$ 令 "：’#! 是关于 !：!( )!(#!( 的强 !$预不变凸函数，* % &，若 ! ! "和 ! 满足正齐次性，则 *"
也是关于 ! 的强 !$预不变凸函数。

证明$ 因为 "：’#! 是关于 ! 的强 !$预不变凸函数，故存在一个常数 " % &，连续的实值增函数

!：)"（’）#!，对%%，&&’，%#&［&，"］，有

"（& # #!（%，&））(! ! "［#!（ "（%））#（" ! #）!（ "（&））! "#（" ! #）)!（%，&）)’］ （"）

由（"）式及 ! ! "和 ! 的正齐次性可得

*"（& # #!（%，&））(*! ! "［#!（ "（%））#（" ! #）!（ "（&））! "#（" ! #）)!（%，&）)’］(
! ! "［#!（*"（%））#（" ! #）!（*"（&））! "*#（" ! #）)!（%，&）)’］(
! ! "［#!（*"（%））#（" ! #）!（*"（&））! "+#（" ! #）)!（%，&）)’］

其中 "+ ( *"。所以 *" 也是关于 ! 的强 !$预不变凸函数。 证毕

在文献［""］中有如下的关于强预不变凸函数的判定定理。

定理 +［""］$ 设集合 ’*!( 是关于 !：!( )!(#!( 的不变凸集，! 满足条件 ,，函数 "：’#! 在 ’ 上关于

! 的强预不变凸函数当且仅当 " 在 ’ 上关于 ! 的预不变凸函数，且存在常数 #&（&，"）和 " % &，使得 "（%）+
"（&）时恒有

"（& # #!（%，&））- #"（%）#（" ! #）"（&）! "#（" ! #）)!（%，&）)’，%%，&&’
成立。

现将上述结论从强预不变凸情形推广到强 !$预不变凸情形，给出强 !$预不变凸函数的一个判定定理。

定理 .$ 令 ’"!( 是关于 !：!( )!(#!( 的不变凸集，且 ! 满足条件 ,，如果 " 是 !$预不变凸函数，且

$$ % &，使得%%，&&’ 和 ’#&［&，"］有

"（& #’#!（%，&））(! ! "［’#!（ "（%））#（" !’#）!（ "（&））! $’#（" !’#）)!（%，&）)’］ （’）

那么 "：’#! 是 ’"!( 上关于 ! 的强 !$预不变凸函数。

证明$ 由条件，假定 "：’#! 不是一个强 !$预不变凸函数，那么对%" % &，$%，&&’ 和$#&［&，"］，使

得

"（& # #!（%，&））% ! ! "［#!（ "（%））#（" ! #）!（ "（&））! "#（" ! #）)!（%，&）)’］ （*）

选择 %"，%’ 满足 & - %" - # - %’ - "，# (’#%" #（" !’#）%’。

令 .% ( & # %"!（%，&），.& ( & # %’!（%，&），由 " 是 !$预不变凸函数，可以得到
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!（."）(# ! "［!"#（ !（"））#（" ! !"）#（ !（$））］，!（.$）(# ! "［!$#（ !（"））#（" ! !$）#（ !（$））］ （%）

由条件 & 可以得到

.$ #’"#（."，.$）’ $ # !$#（"，$）#’"#（$ # !"#（"，$），$ # !$#（"，$））’
$ # !$#（"，$）#’"#（$ # !"#（"，$），$ # !"#（"，$）#（!$ ! !"）#（"，$））’

$ # !$#（"，$）#’"#（$ # !"#（"，$），$ # !"#（"，$）#
!$ ! !"

" ! !"
#（"，$ # !"#（"，$）））’

$ # !$#（"，$）!’"
!$ ! !"

" ! !"
#（"，$ # !"#（"，$））’ $ #（!$ !’"（!$ ! !"））#（"，$）’ $ # "#（"，$） （(）

由（$）式可得

!（$ # "#（"，$））’ !（.$ #’"#（."，.$））(# ! "［’"#（ !（."））#（" !’"）#（ !（.$））! $’"（" !’"）)#（."，.$）)$］（)）

又由条件 & 可得

#（."，.$）’ #（$ # !"#（"，$），$ # !$#（"，$））’ #（$ # !"#（"，$），$ # !"#（"，$）#（!$ ! !"）#（"，$））’

# $ # !"#（"，$），$ # !"#（"，$）#
!$ ! !"

" ! !"
#（"，$ # !"#（"，$( )）） ’

!
!$ ! !"

" ! !"
#（"，$ # !"#（"，$））’ !（!$ ! !"）#（"，$） （*）

因此由（(）+（*）式可得

!（$ # "#（"，$））’ !（.$ #’"#（."，.$））(
# ! "［’"#（ !（."））#（" !’"）#（ !（.$））! $’"（" !’"）（!$ ! !"）$ )#（."，.$）)$］(

# ! "［"#（ !（"））#（" ! "）#（ !（$））! $
（" ! !$）（!" ! "）

（!$ ! !"）$ （!$ ! !"）$ )#（"，$）)$］’

# ! "［"#（ !（"））#（" ! "）#（ !（$））! $（" ! !$）（!" ! "）)#（"，$）)$］’
# ! "［"#（ !（"））#（" ! "）#（ !（$））! %"（" ! "）)#（"，$）)$］

其中 % ’
（" ! !$）（!" ! "）

"（" ! "）
, -，与（.）式矛盾，所以 ! 是 %"!& 上关于 # 的强 #’预不变凸函数。 证毕

注 ./ 定理 ( 给出了 #’预不变凸函数是强 #’预不变凸函数的一个充分性定理，定理中（$）式是至关重

要的，下面用例 % 说明（$）式这一条件是不可缺的。

例 %/ 令 % ’（ ! 0，# 0 ），#（ (）’ 123（ (），(& ! !$ ，
!( )$ ，!（ "）’ 245123（ " ），#（ "，$）’

" ! $，"$--
! $ ! "，"${ 6 -

，由定义 . 很容易证明 ! 是 % 上的 #’预不变凸函数，但对%% , -，令 " ’ ! "，$ ’ $，" ’ " ) $，可

得

!（$ # "#（"，$））’ 245123 .
$ ,

# ! "［"#（ !（"））#（" ! "）#（ !（$））! %"（" ! "）)#（"，$）)$］’ 245123（ .
$ ! "

% %）

因此，! 不是关于 # 的强 #’预不变凸函数。
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! ! 报：自然科学版，"##$，"%（"）：&’(")
［*］+,-, .) /-012,34 5-6 71-1859,:16 ;<-012,34［ =］) >?3,@,:5’

3,<-，(AA(，""（%）：B(%’B"B)
［&］C5-7 D E，F, G) H1@,I38,;394 ?81,-012 JK-;3,<-I［=］) = E53L

M-59 M??9，"##(，"B&："&*’%#&)
［A］彭再云，汪达成) 强预不变凸函数的新性质及应用［ =］)

重庆交通大学学报：自然科学版，"##&，"*：%A’N")
［(#］纪晓福) 关于凸函数性质的注记［ =］) 天津师范大学学

报：自然科学版，(AA$，($（%）：(#’(%)
［((］O5-7 P E，C5-7 D E) OL1 IKJJ,;,1-;4 5-6 -1;1II,34 ;<-’

6,3,<-I <J I38<-794 ?81,-012 JK-;3,<-I［ =］) >. O85-I5;’
3,<-I，"##$，(#（%）：B#’B&)

!"#$%&’()* +#*#%$,- %). /01#$)#&’,*

2&$()340 !"5$#’)6#7 89),&’()*

!"#$ %&’()*+(，,-#$ .’&/(0’&+1(，%2-3 4/+1(，"

（() H;L<<9 <J H;,1-;1，QL<-7R,-7 =,5<3<-7 S-,018I,34，QL<-7R,-7 N###*N；

") Q<99171 <J E53L1@53,;I H;,1-;1，QL<-7R,-7 T<8@59 S-,018I,34，QL<-7R,-7 N#(%%(，QL,-5）

:1*&$%,&：OL1 ?5?18 7,01I 5 ;95II <J -1U 71-1859,:16 ;<-012 JK-;3,<-—I38<-794 $(?81,-012 JK-;3,<-I，,3 ,I 5 38K1 71-1859,:53,<- <J
I38<-7 ?81,-012 JK-;3,<-) V,8I3，3L811 125@?91I L501 W11- 7<3 3< IL<U 3L53 ,3XI 12,I31-;1，5-6 I38<-794 $(?81,-012 JK-;3,<- ,I 6,JJ181-3
J8<@ $(?81,-012 JK-;3,<- 5-6 I38,;394 $(?81,-012 JK-;3,<-) OL1-，U1 6,I;KI1I 3L811 ?8<?183,1I <J I38<-794 $(?81,-012 JK-;3,<-) V,-5994，

U1 7,01 5 IKJJ,;,1-3 ;<-6,3,<- 5W<K3 I38<-794 $(?81,-012 JK-;3,<- K-618 3L1 ;5I1 3L53 $(?81,-012 JK-;3,<-，-5@194，F13 3L1 I13 5*++ ,I
,-012 I13 U,3L !：++ Y ++#++，! ,I I53,IJ,16 U,3L ;<-6,3,<- Q，6：5#+ ,I 5 $’?81,-012 JK-;3,<-) ,J $" Z #，I) 3) %7，)&5，’#&［#，

(］L501 6（) [’#!（7，)））($ \ (［’#$（ 6（7））[（( \’#）$（ 6（)））\ "’#（( \’#）)!（7，)）)"］) OL1-，6 ,I 5 I38<-794 $’?81,-012 JK-;’
3,<- <- 5 U,3L 81I?1;3 3< !)
;#0 <($.*：,-012 I13；I38<-794 $(?81,-012 JK-;3,<-；$(?81,-012 JK-;3,<-；I38,;394 $(?81,-012 JK-;3,<-

（责任编辑! 黄! 颖）

B=<K8-59 <J QL<-7R,-7 T<8@59 S-,018I,34（T53K859 H;,1-;1）! L33?：] ] UUU) ;R-K^) ;-! ! ! ! ! _<9) "& T<) $


