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摘要：/H
" I 分子在具有 !" 或者 #H$ 对称性构型时都会发生杨 % 泰勒畸变。文中依据杨 % 泰勒效应理论与量子理论，利

用群论和对称性分析的方法探讨了具有 !" 对称性构型的 /H
"& 分子的 !"（’ & ("）系统的杨 % 泰勒畸变及其电子基

态能级的分裂。借助么正平移变换将系统的哈密顿量分解为两部分，一部分是没有声子激发的哈密顿量，另一部分

是有声子激发的哈密顿量，由此计算出了畸变后的系统电子基态与激发态及其能量，利用群论对系统的杨 % 泰勒畸

变作了进一步的分析。结果表明：由于系统的电声耦合作用的缘故，在系统的势能面上形成了 D 个对称性为 )"* 的势

阱。无论系统处在哪一个势阱中，系统 B 重简并的电子基态能级都将分裂成 B 条能级，因此畸变导致系统电子基态的

简并性被完全消除。随着系统电声耦合强度的增大，系统电子能级的分裂间距也会增大。伴随着畸变的发生，系统将

从 !" 对称性降低到 )"* 对称性。在杨 % 泰勒畸变之后，/H
"& 分子的电子基态将具有 )"* 群下的 +" 对称性。
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! ! 杨G泰勒（%&0’GL8--8,）效应是自然界中最常见的

现象之一。近年来，人们在材料的研究中发现［$GB］：

杨G泰勒效应是一个必须要考虑的因素，它对材料的

性能及其内部结构都有影响。比如铁电材料 M34N@B

的结构相变［H］就起因于杨G泰勒效应，钨钛矿和汞锰

矿铁磁材料［JGD］的物理与化学性质就与杨G泰勒效应

有着密切的关系，/H
" I 分子、O+H

I 分子的几何构型也

是与杨G泰勒效应息息相关的［FG)］。杨G泰勒效应通

常发生在具有一定对称性的分子与晶体中，这一效

应的发生将导致系统从一个对称性较高的状态畸变

为一个对称性较低的状态，通常还伴随有系统基态

能级分裂等现象发生。理论研究与实验都表明：杨G
泰勒效应是由于系统的电子态与原子核的振动态之

间的耦合作用引起的。要细致地了解杨G泰勒效应

就必须要知道电子态与振动态之间的耦合作用形式

及其强度，反过来通过对杨G泰勒效应的研究也能了

解电子态与振动态之间耦合作用的具体细节。一些

分子、离子、晶体或者杂质半导体，例如 /H
" I 、O+H

I 、

/D#、P&K93：/,
B I 、P&O：L3B I 、M&#( J <,#( JQ’@B 等物质都具

有较高的对称性，这些物质的原子分布具有正四面

体、正八面体或者正二十面体的构型，其对称性由群

!"、,$ 与 -$ 来 描 述。对 于 /D#、P&K93：/,B I 、P&O：

L3B I 、M&#( J<,#( JQ’@B 等物质的杨G泰勒效应，有多篇

文章进行过深入的探讨与研究［CG$"］。但是人们对

/H
" I 、O+H

I 分子在具有 !" 对称性构型时的杨G泰勒

效应的研究还不够深入［FG)］，仅仅只是研究了这些分

子的静态杨G泰勒效应，并没有探讨其动态过程。也

就是说这些研究并没有从杨G泰勒效应理论出发，利

用对称性破缺导致能级分裂的概念去解决这些分子

的杨G泰勒畸变问题。本文利用杨G泰勒效应理论、

量子理论、群论和对称性分析的方法研究具有 !" 构

型的 /H
"& 分子杨 % 泰勒畸变中的相关问题，文中的结

论对于具有同样对称性的 O+H
& 分子同样适用。这类

物质的基态电子态具有 !" 群下的 !$ 或者 !"（统一

记之为 !）对称性，它们都是 B 重简并的能级。而系

统原子核的振动则产生了对称性为 ’ 与 (" 的声子，

系统的电子态!既可以单独与 ’声子相耦合，也可以

单独与 (" 声子相耦合，甚至可以与两种声子同时相

耦合。当 ! 电子态与 ’ 声子耦合很强，而与 (" 声子耦

合很弱以至于可以忽略时，就形成了 !" ’ 杨 % 泰勒

系统；反之，当 !电子态与 (" 声子耦合很强，而与 ’声

子耦合很弱以至于可以忽略时，就形成了 ! " (" 系
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统；而当 ! 电子态与两种声子态 "、#! 同时相耦合时，

就形成了 !"（" $ #!）系统。本文着重研究 %"
!$ 分

子的 !"（" $ #!）系统杨 & 泰勒效应中的相关问题。

# $"
! $ 分子的 !"（" $ #!）系统的电声

耦合哈密顿量

对于任意一个杨 & 泰勒系统而言，不论这个系

统是分子还是晶体，要严格地求解这种复杂的量子

体系通常是非常困难的。为了进行研究，人们往往采

用一些近似方法，比较典型的近似方法有绝热近似

和在绝热近似基础上的 %&’()*++,(-,./,’ 近似。在

这些近似框架下，借助量子理论与群论，并利用张量

概念、0.1(,’)2345’6 定理和等价算符理论可以构建

出杨 & 泰勒系统的电声耦合哈密顿量，结果为［#7］

’ ( #
!"

)!
!"

!#!
$#

!"
*!+!",!"（ -）$

#
!#!"#!#!!

*!#!!!［+!# " +!!
］!",!"（ -） （#）

式中的第一项是系统的振动动能；第二项是电声耦

合一次效应项，表示系统电子态与振动态的线性相

互作用；第三项为电声耦合二次效应项，反映系统电

子态与振动态的非线性相互作用。（#）式中的振动

态耦合项［+$# " +!!
］!" 由（!）式确定［#"］

［+$# " +!!
］!" (#

"#"!

+$#"#+$!"!〈$#"#$!"! ! $"〉 （!）

其中 . !#"#!!"! ! !" / 是系统声子间耦合的 $8
系数。利用文献［#9］、［#:］所得到的系统声子间耦

合的 $8 系数，可以求得 !"（" $ #!）系统的电声耦

合哈密顿量为

’ ( ’;.< $ ’=.(,5’ $ ’>?5@ （7）

式中各项分别为
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其中 +#、+! 是原子核振动模式 " 的简正坐标，+7、

+"、+9 是原子核振动模式 #! 的简正坐标，)3（3 (
# 4 9）是与+3（3 ( # 4 9）对应的正则动量，#0、%0

表示 " 振动模式的等效质量与角频率，#!、%! 表示 #!
振动模式的等效质量与角频率，*0、*! 是系统的一

次电声耦合系数，而 *00、*0! 等是系统的二次电声耦

合系数，这些电声耦合系数的数值由实验决定，而在

进行理论分析与计算时，常常把它们作为物理参量，

通过调节它们的大小使之与实验结果相符合。（"）

4（C）式中的 ,3（3 ( # 4 9）是轨道等价算符。根据

配位场理论、0.1(,’)2345’6 定理和等价算符理论，

这些轨道等价算符 ,3 可以表示为［#A］

,# ( #
!（75!6 2 5!）；,! ( !7!（ 5!7 2 5!8）

,7 ( !7!（ 58 56 $ 56 58）；," ( !7!（ 56 57 $ 57 56）

,9 ( !7!（ 57 58 $ 58 57）

式中 57、58、56 是轨道角动量算符的 7、8、6 分量。用

7〉、 8〉、 6〉表示系统基态 ! 的 7 个态矢量，引入

轨道产生算符 9#
$ 、9!

$ 与 97
$ ，其定义为［#A］

9$
# D〉( 7〉；9$

! D〉( 8〉；9$
7 D〉( 6〉

其中 D〉是轨道真空态，另外还可以定义轨道湮灭

算符 9#、9! 与 97
9# 7〉( D〉；9! 8〉( D〉；97 6〉( D〉

选用原子单位 & ( #，利用轨道产生与湮灭算

符可以得到

,# (（9$
# 9# $ 9$

! 9! 2 !9$
7 97）: !；

,! ( 2!7（9$
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! 9!）: !

,7 ( 2!7（9$
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7 9!）: !；

," ( 2!7（9$
# 97 $ 9$
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,9 ( 2!7（9$
# 9! $ 9$

! 9#）: !
因此，这些轨道等价算符的矩阵表示为
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! !"
! " 分子的#"（$ " %!）系统的杨 &泰

勒效应

具有 #’ 对称性构型的 !"
!" 分子电子态 # 与其

声子态 $、%! 之间的耦合作用一定会导致系统发生杨

& 泰勒效应，这就是 #"（$ " %!）系统的杨 & 泰勒畸

变。在许多情况下，系统的一些特性仅仅只需考虑电

声耦合的线性作用项就能够得到解释，这就是所谓

的“一级”杨 & 泰勒效应，系统的基态能级分裂就是

如此。以下只考虑由电声耦合的线性效应项，即只需

考虑（#）式中的前两项所决定的一级杨 & 泰勒效应。

将一级杨 & 泰勒效应中的系统哈密顿量记作为 ($%&，

则 ($%& 可表示为

($%& ) #
’

* ) (
（

+!
*

!!*
" (

! !*"
!
*,

!
*）" -.#

!

* ) (
,*/* "

-##
’

* ) #
,*/* （((）

对于任意一个杨 & 泰勒系统而言，系统的波函数

应该是其电子轨道运动波函数与其原子核振动波函

数之乘积，因此系统的状态可表示为 0$；01〉，其中

0$〉表示系统的电子轨道运动波函数即电子态，而

01〉表示原子核振动波函数即声子态。显然，系统的

能量是其电子运动能量与原子核振动能量之和，即 .
) .$ " .1。在杨 & 泰勒效应的研究中，关心的往往只

是系统的基态，而基态对应着系统的电子运动能量 .$

与原子核振动能量 .1 均应为最小值。由此可见系统

的基态就是没有声子激发的状态，也就是说系统的基

态可以表示为 0$)；)〉，此处 01 ) ) 意味着系统的声

子数是 ) 即系统没有声子激发，而 0$)〉就是系统的

电子运动能量为最小值的基态电子态。系统的基态

0$)；)〉通常称为系统的“纯电子态”。如前所述，*"
!"

分子的电声耦合作用一定会导致 *"
!" 分子发生杨 &

泰勒畸变，畸变后的系统基态是没有声子激发的纯电

子态 0$)；)〉，而由（((）式所表示的系统哈密顿量通

常是具有声子激发的，为了求得没有声子激发的系统

基态，需要对系统作一个“平移”，将系统平移到无声

子激发的空间中，在量子理论中，这就相当于对系统

作一个平移变换，依据量子理论这一变换应该是幺正

变换。下面来探讨如何通过一个幺正平移变换来确定

系统无声子激发的基态。

!2 (+ #"（$ " %!）系统的无声子激发的电子基态与

激发态

对 #"（$ " %!）杨 &泰勒系统作一个如下的幺正

平移变换［((，(,］

3 ) -./（$#(+( " $#!+! " $##+# " $#"+" " $#’+’）（(!）

式中的 #*（* ) ( 4 ’）是待定的物理参量，$ 为虚单

位。而 +*（* ) ( 4 ’）是与简正坐标 ,* 相对应的正

则动量。选用原子单位 $ ) (，正则动量与简正坐标

之间满足的对易关系式就为［,*，+5］) $%*5（*，5 )

( 4 ’），由此可以证明［,*，3］) $ &3
&+*

。经过幺正平

移变换之后，系统的简正坐标 ,* 就变成为

,6* ) 37(,*3 ) ,* 7 #*

故幺正平移变换相当于将简正坐标 ,* 的原点沿其

正方向平行移动一个 #* 的距离。这正是把这一变换

称之为幺正“ 平移”变换的原因。将幺正平移变换

（(!）应用到系统的电声耦合哈密顿量 ($%& 中可得

(6$%& ) 37(($%&3 ) (6( " (6!
其中 (6( 与 (6! 分别为

(6( ) #
’

* ) (

(
! !*"

!
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!
* 7 -.（#(/( " #!/!）7

-#（##/# " #"/" " #’/’） （(#）
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’
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,*/* " -##

’

* ) #
,*/*

式中 (6( 描述的就是没有声子激发的系统哈密顿

量，而 (6! 描述的是有声子激发的系统哈密顿量。如

上所述，#"（$ " %!）系统的基态完全由(6( 来确定，

由于 (6( 是计入了电声耦合作用之后系统没有声子

激发的哈密顿量，因此通过求解由 (6( 所决定的

012345$%6-3 方程就可以得知：在杨 & 泰勒畸变之后，

系统没有声子激发的基态与激发态及其能级，从而

就能了解系统基态能级的分裂情况与系统的杨 & 泰

勒效应强弱。系统的基态完全由哈密顿量 (6( 来确

定，但在 (6( 中存在引入的待定物理参量 #*（* )
( 4 ’），因此系统的基态对应着的 #* 必定使得系统

的能量 . 取最小值，即系统的基态必须满足下面的

条件

!.
!#*

) )+ + （* ) ( 4 ’） （("）

由此求得的不同 #*（* ) ( 4 ’）对应着系统的不同

势阱。利用（()）式可以求得 #"（$ " %!）系统没有

声子激发的哈密顿量 (6( 的矩阵表示为

+ (6( )
.* 7 #(-. "!##!-. #’-# #"-#

#’-# .* 7 #(-. 7!##!-. ##-#
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式中已将常数因子 ! ! " 与!# ! " 分别并入到了电声耦

合系数 "# 与 "$ 中，因此（!$）式中的 "#、"$ 应该称

为等效电声耦合系数，而 #% 即（!#）式的第一项。求

解（!$）式所对应的久期方程就可以得到系统能量

# 的具体数值，再按照（!%）式即系统的基态能量是

系统能量 # 的最小值的要求，经过稍微复杂的一些

计算，就可以求得系统的基态及其能级［!&］，结果列

于表 ! 中。在此基础上，还可以进一步求出系统的激

发态及其能级，结果也列于表! 中。表中#& 表示势阱

中系统的基态能量，而 #’! 与 #’" 则表示势阱中系统

的第一与第二激发态能量

#& ( )
""

#

"!#"
"
#

)
""

$

"!$"
"
$

#’! ( )
""

#

"!#"
"
#

*
#""

$

"!$"
"
$

；#’" (
$""

#

"!#"
"
#

*
""

$

"!$"
"
$

表 !’ 各个势阱中系统的电子基态与电子激发态及其能量

势阱 （!!，!"，!#，!%，!$） 基态 基态能 激发态 激发态能

（!，) !，(） #’!

! （ ##，(，(，(，) #$） （!，!，(） #& （(，(，!） #’"

（!，!，(） #’!

" （##，(，(，(，#$） （!，) !，(） #& （(，(，!） #’"

（(，!，) !） #’!

# （ ) ## ! "，!### ! "，) #$，(，(） （(，!，!） #& （!，(，(） #’"

（(，!，!） #’!

% （ ) ## ! "，!### ! "，#$，(，(） （(，!，) !） #& （!，(，(） #’"

（!，(，) !） #’!

$ （ ) ## ! "，)!### ! "，(，) #$，(） （!，(，!） #& （(，!，(） #’"

（!，(，!） #’!

) （ ) ## ! "，)!### ! "，(，#$，(） （!，(，) !） #& （(，!，(） #’"

’ ’ 注：表中 ## ( "# ! !#"#
"、#$ ( "$ ! !$"$

"，（+，,，-）是系统未归一化的电子态 + .〉

* , /〉* - 0〉的缩写形式。

表 ! 中的结果是计入了系统的电声耦合作用之

后计算出来的，因此它反映了系统的杨 1 泰勒畸变

情况。从表 ! 不难知道，由于系统的电声耦合作用使

得系统的势能面上形成了 ) 个具有一定对称性的势

阱，系统在这 ) 个势阱中的基态与两个激发态的能

量都是相同的，这说明这 ) 个势阱的对称性应该是

相同的，下文中将得知它们的对称性都是 2"*。另一

方面，系统在这 ) 个势阱中的状态是各不相同的，而

且各个状态都是单重态，因此无论系统处在哪一个

势阱中，系统初始 # 重简并的能级 $ 都会分裂为

# 条，这 # 条能级都是单重态，因而系统能级的简并

性因杨 1 泰勒畸变而完全被消除。简而言之，系统的

电声耦合作用导致在系统的势能面上形成了多个对

称性势阱，同时系统的基态能级发生分裂。显然系统

能级的分裂就意味着系统的对称性会降低，这些现

象都是杨 1 泰勒效应的典型表现。

"3 " $"（’ * 4"）系统的杨 1 泰勒畸变的群论分析

上述理论计算结果表明：当 +%
"* 分子的电子态

与其声子态发生耦合作用时，系统就一定会发生杨 1
泰勒畸变。系统的杨 1 泰勒畸变应该满足如下的条

件［!,］

［$’ " $’］$ $5 （!)）

其中 $’ 与 $5 分别表示畸变之前系统电子态与声子

态的对称性，而［$’ " $’］则表示系统电子态 $’ 的

对称性直积。由（!)）式并不能确定系统的杨 1 泰勒

畸变方向，-./012 与 34//54［!,］ 经过仔细的分析与研

究，认为系统的杨 1 泰勒畸变方向应该满足如下的

两条规则："系统畸变之后的子群必定是系统的活

跃声子态成为该子群中的全对称性表示的那种子

群。#不存在满足规则" 的所谓中间子群。也就是

说系统的杨 1 泰勒畸变只能是一次畸变，不可能是

两次或者多次畸变。根据群论并利用上述两条规则

可以得知：$"（’ * 4"）系统的杨 1 泰勒畸变有两种

可能的方向，分别是 $6% 2"7 与 $6%（2"、26），其中

第二种畸变方向意味着系统要经历两次畸变才能达

到终态，这不符合畸变规则 #。因此系统的畸变方

向一定是 $6 % 2"7。也就是说 +%
"* 分子在具有 $6 构

型时，其杨 1 泰勒畸变将导致系统从 $6 对称性降低

到 2"7 对称性，上述结论同样适合于具有 $6 构型的

78%
* 分子。因为群 $6 属立方晶系，而群 +"7 属正交晶

系，也可以说，经过杨 1 泰勒畸变，系统的对称性从

立方晶系降低到正交晶系。

利用势能面的慨念，也能够探讨+%
"* 分子的杨 1

泰勒畸变方向。对于具有 $6 对称性的 +%
"* 分子而

言，由于系统的电声耦合作用缘故，系统的势能面上

将会形成多个势阱与势垒，因此系统的势能面上就

会出现“鞍状”结构，这样将会导致系统的不稳定而

发生变化，这就是杨 1 泰勒畸变。当然系统势能面上

的这些势阱并不是毫无规则的，而是具有一定的对

称性，分析表明，这些势阱的对称性分别为 8"6、9%、

8"、2#7、2#、2"7、2"、2:。其中 2"7 势阱是一个深势阱，

2"、2: 势阱是次深势阱，其余势阱都是浅势阱。就数

量级上来讲，2"7 深势阱的深度要比 2"、26 次深势阱

低了大约 "#
" ! !#"#

"（或者 "$
" ! !$"$

"）的数量级，而

相对于其余浅势阱而言，2"7 势阱的深度要深得多。

&%第 ! 期 ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’ 冯胜奇：具有 $6 对称性构型的 +%
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因此杨 ! 泰勒畸变将导致 ""（# $ %!）系统进入 &!’

势阱中运动。也就是说系统的电声耦合作用将使得

系统由原来的 "( 对称性降低到最终的 &!’ 对称性，

于是 ""（# $ %!）系统的杨 ! 泰勒畸变方向就是 "(

% &!’。

至于对称性破缺之后系统基态电子态的对称性

到底如何则需要作进一步的分析与讨论。研究表明，

系统畸变后的基态电子态是 "( 群下系统原初电子

态 ""（ 或者 "!）到系统终态群 &!’ 的对称性分解

态［#，"$］。根据群论可求得 ""、"! 的对称性分解为

""&)! $ *" $ *! （"#）

"!&)" $ *" $ *! （"%）

（"#）式表明：如果系统原初基态是 $ 重简并的 ""，

经过 "(% &!’ 对称性破缺后，能级 "" 将分裂成$ 条，

这 $ 条能级的对称性分别为 )!、*" 与 *!。（"%）式所

表明的情况是相似的。因此，无论系统的初态是 ""

还是 "!，经过 "(% &!’ 对称性破缺后，系统的能级都

将分裂成 $ 条，每一条能级都是非简并的，因此杨 !
泰勒畸变导致系统能级的简并性被完全消除。需要

指出的是：杨 ! 泰勒畸变之后，系统基态电子态的对

称性到底是 )" 还是 )!（或者 *"、*!）是群论无法回

答的，只有通过求解系统的 &’()*+,-./) 方程才能得

到具体的结果。这一计算是异常复杂的，在此作者并

不打算作这一工作，重要的是，通过上述分析就能够

得知系统的基态能级一定会发生分裂，因而系统的

对称性自然就会降低，这就意味着系统发生了杨 !
泰勒畸变。对照 !+ " 中的结论可知，利用群论所得到

的结论与 !+ " 中的结论完全一致，!+ " 中的计算不仅

给出了畸变后系统能级的分裂情况而且还给出了能

级分裂的大小，但它不能给出分裂后系统能态的对

称性与畸变方向。群论尽管不能给出畸变后系统能

级的大小，但是它却能够给出分裂后系统能态的对

称性以及系统的畸变方向，群论分析方法简明且物

理图像清晰。这样，杨 ! 泰勒效应的理论计算（即杨 !
泰勒效应的动态分析［"0］）与群论分析（ 即杨 ! 泰勒

效应的静态分析［#，"$］）二者之间相互补充，让大家

能够更加详细地了解 12
!$ 分子的杨 ! 泰勒畸变过程

与结果。

$ 结论

本文依据杨 ! 泰勒效应理论和量子理论，利用

群论与对称性分析的方法探讨了12
!$ 分子 ""（# $

%!）系统的杨 !泰勒效应。构建了 ""（# $ %!）系统的

电声耦合哈密顿量，利用轨道产生与湮灭算符将系

统的电声耦合哈密顿量表示为矩阵显式，使得计算

由杨 ! 泰勒畸变所导致的系统能级分裂成为可能。

借助么正平移变换将系统变换到了无声子激发的空

间中，由此计算出了杨 ! 泰勒畸变后的系统基态与

激发态及其能级，文中利用群论和势能面的概念，进

一步探讨了系统的杨 ! 泰勒畸变方向以及系统的基

态能级分裂与分裂后的能态对称性。从这些分析与

计算结果中，可以得到如下的结论：

"）由于12
!$ 分子的电子态"与其声子态 #、%! 之

间的耦合作用缘故导致 &2
!$ 分子发生了杨 ! 泰勒畸

变，畸变使得 &2
!$ 分子在其势能面上形成了 3 个对

称性为 &!’ 的深势阱。

!）无论 12
!$ 分子处在哪一个势阱中，杨 ! 泰勒

畸变之后，12
!$ 分子$ 重简并的电子能级"都会发生

分裂，分裂后的能级为 $ 条单重能级，这 $ 个能级所

对应的状态分别为基态 ,- 与两个激发态 ,#"、,#!。因

此杨 ! 泰勒畸变导致 12
!$ 分子能级发生分裂以及能

级的简并性完全被消除，而系统的能级分裂与简并

性的消除就意味着系统的对称性一定会降低。

$）杨 ! 泰勒畸变致使 12
!$ 分子从原来的 "( 对

称性降低到 &!’ 对称性，或者说 12
!$ 分子的杨 ! 泰勒

畸变方向是 "( % &!’。

2）12
!$ 分子的能级分裂大小为 !, . ,#" / ,- .

!0"
! 1 ""#"

!。由此可见，杨 ! 泰勒畸变所导致的系统

能级的分裂大小与系统电声耦合系数 0" 的平方成

正比，因此系统的电声耦合越强则系统的能级分裂

就越大。

4）杨 ! 泰勒畸变之后，12
!$ 分子的基态电子态

是 &!’ 群下的 *! 态。
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