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摘要：作为半局部伪线性函数和 !! 伪线性函数的推广，本文利用半可微性提出了一类新的广义凸性函数 — 半局部

! ! 伪线性函数。同时，本文建立了 " 在 " 上是半局部 !! 伪线性的当且仅当存在 #：" $ ""!，满足 #（%，&）’ #，#%，

&$ "，"（&）( "（%）) #（%，&）J" )（%，!（&，%））等性质。本文的结果是对文献［"］和［I］中相应结果的改进与推广。
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! ! 众所周知，广义凸性理论及其应用是数学规划与最优化理论中十分重要的研究内容。近年来，许多作者

提出了凸性概念的多种推广形式［$DG］。$%*I 年，45’M 和 45-- 介绍了伪线性函数并研究了一阶和二阶特

征［$］。$%** 年，B1.2 等人提出了半局部伪线性函数并给出了一些性质以及在多目标优化中的应用［"］。

$%*$ 年，N10=-0 给出了不变凸函数且讨论了这类函数的相关最优性理论［H］。$%%% 年，L0=/1/ 等人引入了 !D
伪线性函数并研究了一些性质及相应优化问题的解集的一些性质［I］。

本文在文献［"，I］的基础上，结合半局部伪线性函数和 !D伪线性函数，提出了半局部 !D伪线性函数，研

究了该类函数的一些性质。

$ 预备知识

设 "% !*，"：""!，!：" $ ""!*。

定义 $［*］! "在点%$"称为局部!!星型集，如果#&$"，存在# + ,!（%，&）&$，使得##$［#，,!（%，&）］，

% ) #!（&，%）$ "。

#%$ "，" 在点 % 是局部 !! 星型集，则 " 称为局部 !! 星型集。

定义 "［*］! "在点 %$"是局部!!星型集，"在点 %$"称为!!半可微的，如果#&$"，J" )（%，!（&，%））

存在且 J" )（%，!（&，%））( 28:
#"# )

$
#
［ "（% ) #!（&，%））- "（%）］。

#%$ "，" 在点 % 是 !! 半可微的，则称 " 在 " 上是 !! 半可微的。

定义 H［%］! ! 称为满足条件 4，如果#%，&$ "，##$［#，$］，有

!（&，& ) #!（%，&））( - #!（%，&），!（%，& ) #!（%，&））(（$ - #）!（%，&）

定义 I［$#］! " 称为半局部伪不变凸的，如果#%，& $ "，J" )（%，!（&，%））存在且 J" )（%，!（&，%））’ #(
"（&）’ "（%），如果 " 称为半局部伪不变凹的，- " 是半局部伪不变凸的。

注 $! 如果 " 是伪不变凸的，则 " 是半局部伪不变凸的。

" 半局部 !! 伪线性函数

假设 " 是局部 !! 星型集且记 )% ( % ) #!（&，%）。
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下面首先引入半局部 !! 伪线性函数的概念。

定义 !" " 称为半局部 !! 伪线性的，如果 " 是半局部伪不变凸的且半局部伪不变凹的。

注 #" 如果 " 是伪线性的，则 " 是半局部 !! 伪线性的。

注 $" 如果 " 是半局部伪线性的，则 " 是半局部 !! 伪线性的。

下面研究半局部 !! 伪线性函数的一些性质。

定理 %" " 是半局部 !! 伪线性的且 ! 满足条件 &，则##，$$ "，’" %（#，!（$，#））& (*"（#）& "（$）。

证明 " 由 " 是半局部 !! 伪线性的可得，’" %（#，!（$，#）） & (("（#） & "（$）。故只需要证明 "（#） &
"（$）& ’" %（#，!（$，#））& ( 即可。

假设 #，$$ "，"（#）& "（$），但 ’" %（#，!（$，#））+ (。不妨设 ’" %（#，!（$，#））’ (。因为 #，$$ "，" 是

局部 !! 星型集，故存在正数 (!（#，$）& %，##$［(，(!（#，$）］满足 )#$ "。

考虑函数：$（#，$，#）& "（)#）) "（#）。显然，$（#，$，(）& (，则

)*+
#"( %

$（#，$，#）) $（#，$，(）

#
& )*+

#"( %

"（)#）) "（#）

#
& ’" %（#，!（$，#））’ (

故存在正数 *%（#，$），##$［(，*%（#，$）］，$（#，$，#）’ (。

令 *（#，$）& +*,［*%（#，$），(!（#，$）］，则##$［(，*（#，$）］，"（)#）’ "（#）。

由于 " 是半局部伪不变凸的且 "（#）& "（$），则##$［(，*（#，$）］，"（$）+ "（)#）(’" %（)#，!（$，)#））+ (。

类似地，可得

#,$［(，*%（)#，$）］，##$［(，*（#，$）］，’" %（)#，!（$，)#））+ (("（)# % ,!（$，)#））+ "（)#）

又 "（)# % ,!（$，)#））& "（# %（, % # ) ,#）!（$，#））。令 #"(，则

#,$［(，*%（)#，$）］，"（# % ,!（$，#））& "（#）

令 )*（#，$）& +*,［*%（#，$），*（#，$）］，则#,$［(，)*（#，$）］，"（# % ,!（$，#））+ "（#）与##$［(，*（#，$）］，

"（)#）’ "（#）矛盾。

同理，利用 " 的半局部伪不变凹性，可以证明 ’" %（#，!（$，#））+ ( 也不成立。因此，’" %（#，!（$，#））& (。

证毕

定理 #" " 在 " 上是半局部 !! 伪线性的当且仅当存在 -：" . ""!，满足 -（#，$） ’ (，##，$ $ "，

"（$）& "（#）% -（#，$）’" %（#，!（$，#））。

证明 " 令 " 在 " 上是半局部 !! 伪线性的。如果 "（#）& "（$），则由定理 % 可知

#-（#，$）’ (，"（$）& "（#）% -（#，$）’" %（#，!（$，#））

故只考虑 "（#）+ "（$）的情形。

由 " 是半局部伪不变凸的可得，"（$）’ "（#）(’" %（#，!（$，#））’ (，又 " 是半局部伪不变凹的，"（$）+
"（#）(’" %（#，!（$，#））+ (。

故当 "（#）+ "（$）时，取 -（#，$）& "（$）) "（#）

’" %（#，!（$，#））
即可。

反之，假设存在 -：" . ""!，满足 -（#，$）’ (，##，$$ "，"（$）& "（#）% -（#，$）’" %（#，!（$，#））。

因此，##，$$ "，若 ’" %（#，!（$，#））’ (，则 "（$）’ "（#），即 " 是半局部伪不变凸的。##，$ $ "，若

’" %（#，!（$，#））& (，则 "（$）& "（#），即 " 是半局部伪不变凹的。故 " 在 " 上是半局部 !! 伪线性的。 证毕

定理 $" " 在"上是半局部 !! 伪线性的且 !满足条件 &，则对##，$$"，存在正数 /!（#，$）使得##$
［(，/!（#，$）］，’" %（#，!（$，#））& (("（#）& "（)#）。

证明 " " 在" 上是半局部 !! 伪线性的。设 #，$$" 满足 ’" %（#，!（$，#））& (。由于" 是局部 !! 星形集，

故存在正数 /!（#，$）& % 满足##$［(，/0（#，$）］，)#$ "。

因为 ! 满足条件 &，则由文献［%%］可得

’" %（#，!（)#，#））& ’" %（#，#!（$，#））& #’" %（#，!（$，#））

故 ’" %（#，!（)#，#））& (。
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因此，由定理 ! 可得，#!$［"，!"（"，#）］，$（"）% $（)"）。 证毕
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