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基于马尔科夫状态转移过程的 ! " ! " #排队模型仿真!

曹永荣$，"，韩瑞霞$，"，胡! 伟H

（$(上海交通大学 人文艺术研究院；"(安泰经济与管理学院；H(国际与公共事务学院，上海 "###C"）

摘要：马尔科夫链是研究排队系统的主要方法，本文在现有 ! " ! " # 排队理论和排队系统仿真理论基础上，利用
I&:-&J建立基于马尔科夫状态转移过程的 ! " ! " #排队模型仿真程序。仿真程序在产生初始化参数设定后，利用时
钟推进法来模拟空闲服务台和繁忙服务台情况下的服务流程，最后通过 ! " ! " #模型特征描述的仿真计算，获得平
均等待时间（$［%］）、平均停机时间（$［&’］）、平均排队队长 $［(］、系统中的平均客户数（$［)］）和可能延迟的概
率（!）C 项重要的特征描述。模拟次数设定为 "# ### 次，模拟客户服务率和客户到达率相同，服务台在 H * E 个的排
队系统，并将仿真结果与理论值以及 K+8+8"+ #的模拟结果相比较。最终结果显示 $［%］、［&’］和" H项最重要指标
的仿真结果和理论值都极为相近，误差范围小，本研究将为优先权排队系统的仿真研究提供理论依据。

关键词：马尔科夫状态转移过程；! " ! " #排队模型；仿真
中图分类号：@"$$( E 文献标志码：L! ! ! 文章编号：$EM"D EE)H（"#$"）#$D ##E$D #E

! " ! " #排队模型是在现实生活中经常遇到的一种随机服务系统，如银行的存取款服务、超市的付款服
务和图书馆的借阅台服务等。分析 ! " ! " #排队模型的重要工具是马尔科夫过程，它的特点是当过程在时
刻 ,# 所处状态已知时，,# 以后过程所处状态与 ,# 以前过程所处状态无关，这个特性叫无后效性，也叫马尔科
夫性。马尔科夫链在数理分析和模拟仿真方面都是研究排队系统的主要方法和手段。! " ! " # 模型的马尔
科夫链在一维空间无限延伸［$DM］。目前已经有一些单服务台或多服务台排队系统的仿真研究［GD$"］，离散事件

系统仿真通常基于两种时钟推进方式：面向事件和面向时间的仿真时钟推进方式［$HD$N］，所采用的仿真软件

有 OP:8’Q、I&:-&J、R3:’899、%&7&等［$CD"#］。本文在现有研究的基础上，形成基于马尔科夫状态转移的仿真研究
方法，并利用 I&:-&J进行仿真试验，该研究成果将为优先权排队系统仿真提供理论依据。

$! 基于马尔科夫状态转移过程的排队系统仿真过程
! " ! " #排队系统的生灭过程存在平稳分布的充要条件为 # S $，状态转移过程如图 $ 所示，在分析排队

系统时候从状态间的转移关系开始。状态 $ 转移到状态 #，即系统中有 $ 名客户被服务完了（离去）的转移
率为 $-$ ；状态 " 转移到状态 $ 时，这就是在两个服务台上被服务的客户中有 $ 个被服务完成而离去，那么
此时的状态转移率为 "$-" 。同理考虑状态 .转移到 . T $ 的情况，当 ."#时，状态转移率为 .$-. ，当 . U#
时，因为只有 #个服务台，最多有 #个客户在被服务，. T#个客户在等待，因此状态转移率应为 #$-. 。

图 $! 状态转移过程示意图
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! ! 仿真过程中涉及到的参数可以分为系统状态变量、实体属性、集合变量、活动持续时间变量和累计汇总
统计变量等，详细的变量名和变量名代表的意义见表 "。

表 "! ! " ! " #模型仿真参数设定变量名表（部分）

变量名 代表意义 变量名 代表意义

$ 程序仿真总次数 #，% #为服务台数量，%为任一服务台

&’’#($)*’+&, 客户平均到达时间间隔 -（ (） 第 (客户的服务时间

./0#0*’+*1 在服务中的顾客数 .0’#0)&)（%，(） 第 (期第 %个服务台的忙闲状态

2($#)(#*（ (） 第 (客户服务完毕时刻 34（ (） 第 (客户的停机时间

5［6］ 客户在系统中的平均数量 &’’#)(#*（ (） 第 (客户设备故障出现时刻

5［7］ 平均排队队长 .0’#,*2)（%，( $ "） 第 (期第 %个服务台服务完成时刻

5［8］ 服务台平均响应时间 0)&#)(#*（%，( $ "） 第 (期第 %个服务台服务开始时刻

5［34］ 客户的平均设备停机时间 8（ (） 第 (客户的服务台响应时间

! 服务可能延迟的概率 9（ (） 第 (期系统中的排队等待的客户

首先，仿真开始需要系统初始化设置和产生随机数矩阵（平均到达时间间隔、平均服务时间和仿真次

数）。设 : ; :"，:%，⋯，:$ 为客户平均到达时间间隔向量，其中$为仿真次数，则 $个客户到达排队系统的

时间 &’’#)(#*（ (）应该为

&’’#)(#* ; :"，#%

"
:(，⋯，# $

"
:( ，( ; "，%，⋯，$ （"）

仿真时钟（ )(#*）由客户到达时间和 #个服务台的服务完成时间确定，由于有排队现象，假设第 (次仿真
的队长为 9（ (），则第 (次仿真的时钟可以由（%）式和（&）式获得。

)(#*（ (）; ’()｛&’’#)(#*（ (），.0’#,*2)（"，( < 9（ ( < "）< "），⋯，.0’#,*2)（#，( < 9（ ( < "）< "）｝ （%）
)(#*（ (）; ’()｛&’’#)(#*（ (），.0’#,*2)（"，( < 9（ (）< "），⋯，.0’#,*2)（#，( < 9（ (）< "）｝ （&）

其次，为了能够对所有的服务台进行动态监控，需要对每个服务台进行编号，按各服务台的忙闲状况将

它们分为两类：,类和 #类，,类为空闲的服务台，#类为服务繁忙的服务台，%是从 ,类中抽出来为客户服务
的服务台。服务台的分类和编号的目的是在仿真过程中可以跟踪到每个服务台的服务状况。仿真推进基于

排队系统的马尔科夫状态转移过程。假设在第 (次仿真开始时刻排队系统内有 9（ ( $ "）名等待服务的顾客，
则第 (个客户到达后可能面临以下一系列系统状态："）至少一个服务台空闲，第 ( $ 9（ ( $ "）名客户直接接受
服务；%）所有的服务台都处于繁忙中，第 (个客户到排队队列中等待，并继续推进仿真；&）检查是否达到仿真
次数，如果达到则终止仿真程序。

最后，仿真结果的统计计算和输出。仿真结束后输出仿真结果，如平均排队队长、系统中的顾客数、平均

等待时间（平均响应时间）和停机时间（总服务时间）等。

% ! " ! " #模型特征描述仿真计算

研究排队系统的目的是为了获得排队系统的性能指标，普遍使用的性能指标有：平均响应时间 5［8］、
平均停机时间 5［34］、平均排队队长 5［7］、系统中客户数 5［6］和服务可能延迟的概率 "等。
稳态平均延误时间为 5［8］，其中 8（ (）为第 (个实体的延误时间，$ 为接受服务的实体数，平均延误时

间为实体在队列中的平均等待时间。

5［8］; *(’
$$!

"
$#

$

( ; "
8（ (），( ; "，%，⋯，$ （+）

平均停机（滞留）时间为 5［34］，其中 34（ (）为第 ( 个实体通过系统时的滞留时间，它等于实体在队列
中的等待时间 8（ (）与该实体接受服务的时间 -（ (）之和。
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稳态平均队长为 !［*］，其中 *（ +）为 +时刻系统中的实体数，#为系统运行时间。

!［*］$ $
# !"#

#$! %
#

&
*（ +）’+ $ $

%#
%

& $ $
,（ &） （(）

系统中稳态平均实体数为 !［-］，其中 -（ +）为 +时刻系统中的实体数，它是在队列中的实体 *（ +）与正在
接受服务的实体 )（ +）之和。

!［-］$ $
# !"#

#$! %
#

&
-（ +）’+ $ $

# !"#
#$! %

#

&
（*（ +）( )（ +））’+ （)）

系统中接受服务的平均客户数可以由服务台的忙闲状态进一步简化为

!［.］$ $
%#

%

&/$
#
0

1 $ $
234*3+5+（1，&），& $ $，+，⋯，%，, 1 $ $，+，⋯，0 （-）

系统中客户数为系统中接受服务的平均客户数和平均排队队长之和

!［-］$ !［*］( !［.］ （.）
如果 ,（ &）$ &，令 5（ &）$ $，可能延迟的概率（!）可以由下式得到。

" $ $ /#0/$

1 $ &
61 $ $ /

#
%

& $ $
｛5（ &）｝

% ，& $ $，+，⋯，% （$&）

/ 7 8 7 8 0模型仿真程序设计

主程序运行包括：初始化参数设定和时钟推进，空闲服务台服务流程，繁忙服务台服务流程，仿真运算和

结果输出 0 个子程序。
$）初始化参数设定和时钟推进
初始化设置产生 7 8 7 8 0 排队系统仿真过程需要的原始参数设置，客户平均到达率为符合 # $

$ 8 544*&%+94:5;的泊松分布；客户平均服务率为符合 $ $ $ 8 394*&%+94:5;的负指数分布；服务台个数为 0；仿真
次数为 %等。仿真时钟按下一个最早发生事件的发生时间来推进，见（+）式和（/）式。

+）空闲服务台服务流程
当客户到达时，如果 ,（ &）$ &且有空闲服务台，从 ;类服务台中找一名空闲的服务台（1）为客户提供服

务（同时从 ;类中剔除），更新各类服务台的状态。
;类（空闲）服务台的忙闲状态和服务完成时间分别为

234*3+5+（ ;，& / ,（ & / $））$ & （$$）
234*;9<+（ ;，& / ,（ & / $））$ 234*;9<+（ ;，& / ,（ & / $）/ $） （$+）

0类（繁忙）服务台的忙闲状态和服务完成时间为

234*3+5+（0，& / ,（ & / $））$
$，如果 234*;9<+（0，& / ,（ & / $）/ $）= +&09（ &）
&，如果 234*;9<+（0，& / ,（ & / $）/ $）" +&09（ &{

）
（$/）

234*;9<+（0，& / ,（ & / $））$ 234*;9<+（0，& / ,（ & / $）/ $） （$0）
1服务台的忙闲状态、服务完成时间、响应时间和设备的停机时间分别为

234*3+5+（1，& / ,（ & / $））$ $ （$%）
234*;9<+（1 ，& / ,（ & / $））$ +&09（ &）( 394*+&09（ & / ,（ & / $）） （$(）

’（ & / ,（ & / $））$ 234*;9<+（1，& / ,（ & / $））/ 544*+&09（ & / ,（ & / $））/ 394*+&09（ & / ,（ & / $））（$)）
"#（ & / ,（ & / $））$ 234*;9<+（1，& / ,（ & / $））/ 544*+&09（ & / ,（ & / $）） （$-）

/）繁忙服务台服务流程
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当客户到达时，如果没有空闲服务台，则比较第 !期客户到达的时间和 "个服务台完成服务离开的时间
（（!"）式），"个服务台的服务完成时间都大于第 !期客户到达的时间，则到达客户到队列中等待

#$$#%!"&（ !）’ $%&｛()$#*&+%（!，! , -（ ! , !）, !），()$#*&+%（’，! , -（ ! , !）, !），⋯，
()$#*&+%（"，! , -（ ! , !）, !）｝ （!"）

否则，可以寻找最早完成服务的服务台（.）为最早等待的客户服务。

. / $%&
! / !$"
｛()$#*&+%（!，! , -（ ! , !）, !），⋯，()$#*&+%（"，! , -（ ! , !）, !）｝0

()$#*&+%（.，! , -（ ! , !）, !）1 #$$#%!"&（ !） （’(）
此时的服务台只有两类，.服务台是可以提供服务的（! 名），" 类服务台为工作繁忙的共有 ")! 名。"

类（繁忙）服务台的忙闲状态和服务完成时间，.服务台的忙闲状态和服务完成时间同上（（!!）*（!+）式），
排队队列减少 ! 名，并且更新时钟（（,）式）。
如果此时 -（ !）- ( 成立，而且 "个服务台的服务完成时间不全都大于第 !期客户到达的时间，即

#$$#%!"&（ !）’ ()$#*&+%（.，! , -（ !））/ $%&
! / !$"
｛()$#*&+%（!，! , -（ !）），⋯，()$#*&+%（"，! , -（ !））｝ （’!）

.服务台的忙闲状态、服务完成时间、响应时间和设备的停机时间分别为
()$#)%#%（.，! , -（ !）2 !）/ ! （’’）

()$#*&+%（.，! , -（ !）2 !）/ %!"&（ !）2 )&$#%!"&（ ! , -（ !）2 !） （’,）
3（ ! , -（ !）2 !）/ ()$#*&+%（.，! , -（ !）2 !）, #$$#%!"&（ ! , -（ !）2 !）, )&$#%!"&（ ! , -（ !）2 !）（’.）

45（ ! , -（ !）2 !）/ ()$#*&+%（.，! , -（ !）2 !）, #$$#%!"&（ ! , -（ !）2 !） （’/）
"类服务台为工作繁忙的服务台共有 " 0 ! 名，"类（繁忙）服务台的忙闲状态和服务完成时间分别为

()$#)%#%（"，! , -（ !）2 !）/
!，如果 ()$#*&+%（"，! , -（ !））’ %!"&（ !）
(，如果 ()$#*&+%（"，! , -（ !））" %!"&（ !{

）
（’1）

()$#*&+%（"，! , -（ !）2 !）/ ()$#*&+%（"，! , -（ !）） （’2）
服务队列减去 ! 名，并且更新时钟（（,）式），继续上述循环直到到达时间小于所有服务台的服务完成时

间或者排队队长为零，则跳出循环进行下一次仿真，如（’+）式所示。
#$$#%!"&（ !）1 $%&｛()$#*&+%（!，! , -（ !）），⋯，()$#*&+%（"，! , -（ !））｝或 -（ !）/ ( （’+）

.）仿真运算和结果输出，根据（!）*（!(）式计算并输出结果。

. 6 7 6 7 "排队模型仿真实验和结论

在排队系统 ! / ! 7 !(，" / ! 7 ’!的情况下，设定仿真次数为 ’( ((( 次，模拟服务台为 , * 1 的排队系统，

各运行程序 !( 次，取得各种状况下排队系统特征描述的平均值，仿真结果见表 ’。同时罗列出 3%&45 !!6 (
软件和 78989 ’6 ( 软件计算出的对应排队系统特征描述的理论值，78989 ’6 ( 不仅有计算排队模型理论值的
功能，而且可以模拟排队系统，它的模拟次数为 ! ((( 次，本文将 78989 ’6 ( 的模拟结果一并列于表中。

表 ’: 6 7 6 7 "模型在 ! / ! 7 !(，" / ! 7 ’! 的仿真结果

本文结果仿真结果

平均值 标准差 绝对误差 相对误差

78989 ’8 ( 仿真结果

理论值 仿真值 标准差

! / ! 7 !(，" / ! 7 ’!，( / ,

9［:］ !8 1.2 / (8 (+’ ! (8 ."+ 2 (8 ,(’ 2 !8 !.+ + , , , ,

9［;］ ,8 2.2 / , , , , , , ,8 ’.+ +; ,8 ’/! ’8 +/!

9［3］ !!8 /(. (8 12( ! (8 (!1 (8 ((! . !!8 .++<，; !!8 1’" !"8 2+’

9［45］ ,’8 .+" " (8 2,. ’ (8 ((! " (8 ((( ! ,’8 .++; ,’8 2’, ’+8 ".,
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! !! "#$ % !! !!# !! !!! & !! !!’ !! "#$ () " " " "

" # ’ $ ’!，# # ’ $ $’，% # "

&［’］ !! "(! % !! !(& ’ !! $’! " !! "%% " !! $$! " " " " "

&［(］ $! &(! % " " " " " " $! ($! "* $! (’& ’! ++’

&［)］ $! $,’ ’ !! $ !! !&+ ’ !! !$& ( $! $!")，* $! ’$% ,! ,%,

&［*+］ $(! $+( , !! (!( ( !! !,# , !! !!( $(! $!"* $(! ’%% $$! ’%%

! !! $!’ $ !! !!% % !! !!’ % !! !!% # !! ’## ") " " " "

" # ’ $ ’!，# # ’ $ $’，% # &

&［’］ !! ’’+ , !! !’! , !! !,, ’ !! &,$ ’ !! !&’ & " " " "

&［(］ $! $’+ , " " " " " " $! ’&’ &* $! ’( ’! &, $

&［)］ !! "%+ ( !! !&# ( " !! !$+ + !! !&, % !! &’&)，* !! &,% $! %!’

&［*+］ $’! "#! ( !! ’&$ $ " !! !$" + !! !!’ ’ $’! &’&* $’! "’( $’! ’$(

! !! !,# ’ !! !!" ’ " !! !!$ !! !$% # !! !+’ ’) " " " "

" # ’ $ ’!，# # ’ $ $’，% # ,

&［’］ !! !(& + !! !!( + !! !$( , !! ,,’ ’ !! ’’$ ’ " " " "

&［(］ $! ’(& + " " " " " " $! ’’$ ’* $! ’(’ ’! ",#

&［)］ !! ’$% !! !’+ ’ !! !!+ " !! !&+ % !! ’$! ,)，* !! ’!$ !! %#’

&［*+］ $’! ’$, , !! !%, & !! !!, !! !!! ( $’! ’$! ,* $’! $,& $’! ’+

! !! !$( !! !!’ , " !! !"% ’ $! !#’ ( !! !+’ ’) " " " "

- - 注：)表示用 ./012 ’’ 的 3445模型的求解结果；*表示采用 36767 $8 ! 的计算结果（36767 $8 ! 为在线 9):)软件 ;<<=：> > ???8 ?/08 <678 0@ >

A2? > 3$ >）。

本文在经典 , $ , $ -模型的理论基础上建立基于马尔科夫状态转移过程的排队模型仿真理论，利用
4)<@)*强大的矩阵运算功能建立 , $ , $ -排队仿真程序。随后在客户到达率和服务率相同、不同服务台数
量情况下计算 , $ , $ -排队系统的特征描述，并与 ./012 ’’8 ! 和 36767 $8 ! 的结果比较。仿真结果显示几个
重要指标 &［)］、&［*+］和 ! 的仿真结果和理论值都极为相近。模型在 $! !!! 次的仿真结果和 36767 $8 !
的模拟结果也比较接近，但是本文构建的模型仿真结果的标准差更小。仿真结果与理论值以及与 36767 $8 !
的模拟结果的比较显示，本文的仿真模型有一定的优越性，本研究将为后期优先权排队系统的研究提供理论

基础。
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