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离散奇异系统的有限时间控制
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摘要：有限时间稳定就是指在一个有限的时间区间内，系统的状态轨线始终保持在预先给定的界限内，它是与通常

意义下稳定相互独立的一个概念。本文给出了离散奇异系统有限时间稳定以及有限时间有界的定义，研究了离散

奇异系统通过状态反馈的有限时间控制问题。本文当中首先给出了离散奇异系统是有限时间稳定或有限时间有界

的充分条件，这些条件可归结为基于线性矩阵不等式的可解性问题。在此基础上又得到了两个充分条件，它们能保

证控制器的存在，并且使得闭环系统是有限时间稳定或者是有限时间有界的。然后通过线性矩阵不等式的求解，给

出了控制器的设计方法。最后用两个数值算例验证了该方法的有效性。
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在控制系统的分析与设计中，系统的稳定性一向是人们首先考虑和解决的问题，其中以渐进稳定研究的

最多。通常情况下，渐进稳定能够满足实际工程的要求，但是渐进稳定刻画的是一个系统的稳态性能，它不

能反应系统的暂态性能。所以，有时候也会存在一个渐进稳定的系统，具有很坏的暂态性能，因而在工程中

造成很坏的影响，甚至根本无法应用。为了研究系统的暂态性能，M:<:( A,(’<, 于 $*G$ 年在参考文献［$］中

提出了短时间稳定的概念，也就是后来所谓的有限时间稳定的概念，并得到了较为广泛的研究。所谓有限时

间稳定就是指在一个有限的时间区间内，系统的状态轨线始终保持在预先给定的界限内，它是与通常意义下

稳定相互独立的一个概念。在参考文献［"FE］中，给出了线性离散系统有限时间稳定的定义、判断方法以及

控制器的设计；而参考文献［GFJ］给出了线性时变奇异系统的有限时间稳定的相关结论。

本文将研究离散奇异系统的有限时间控制问题，目的是找到一个状态反馈控制器使得闭环系统是有限

时间稳定或者是有限时间有界的。在本文当中，假设（!，"）是正则的，即存在复数 !，使得 N:<（ !! #"）"# ，

它能保证文章中所考虑的系统解的存在性以及唯一性。

$ 问题描述及准备

考虑如下离散奇异系统

!"（# $ $）% ""（#） （$）

定义 $! 给定正数 ! 、" ，且 ! & " ，以及 ’# ! O ，正定矩阵 $，系统（$）关于（!，"，$，’）称为有限时间

稳定的，若 "P（#）!P$!"（#）$ !"%"P（#）!P$!"（#）& "" ，&##｛$，"，⋯，’｝。

考虑如下带有扰动的离散奇异系统

!"（# $ $）% ""（#）$ #（#） （"）

#（# $ $）% %#（#） （%）

定义 "! 给定正数 ! 、" 、( ，且 ! & " ，以及 ’#! $ ，正定矩阵 $，系统（"）（%）式关于（!，"，$，’，(）称

为有限时间有界的，若 "P（#）!P$!"（#）$ !"%"P（#）!P$!"（#）& "" ，&#（#）：#P（#）#（#）$( ，&##｛$，

"，⋯，’｝。
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注 !" 若上述定义中 ! ! " ，则可以得到参考文献［#］当中的定义 ! 和定义 $。

问题 !" 对于系统

!"（# $ !）! #"（#）$ $%（#） （%）

设计一个形如下式的状态反馈控制器

%（#）! %"（#） （#）

使得由（%）、（#）式组成的闭环系统关于（!，"，&，&）是有限时间稳定的。

问题 $" 对于系统

!"（# $ !）! #"（#）$ $%（#）$ #（#） （&）

#（# $ !）! ’#（#） （’）

设计一个形如（#）式的状态反馈控制器，使得由（#）(（’）式组成的闭环系统关于（!，"，&，&，’）是有限时间

有界的。

$ 主要结论

定理 !" 系统（!）式关于（!，"，&，&）是有限时间稳定的，若存在对称正定矩阵函数 (（·），使得下列不

等式成立

#)(（# $ !）# ( !)(（#）!$ *，##｛*，!，⋯，& ( !｝ （+）

!()&!$ !)(（#）!，##｛!，$，⋯，&｝ （,）

(（*）) "$

!$
& （!*）

证明" 构造 *（"（#））! ")（#）!)(（#）!"（#），则有

*（"（# $ !））( *（"（#））! ")（# $ !）!)(（# $ !）!"（# $ !）( ")（#）!)(（#）!"（#）!
")（#）#)(（# $ !）#"（#）( ")（#）!)(（#）!"（#）! ")（#）（#)(（# $ !）# ( !)(（#）!）"（#）

由（+）式可知

*（"（# $ !））( *（"（#））$ * （!!）

对（!!）式从 * 到 # ( ! 求和可得 * "（#( )） ( * "（*( )）$ * ，即 ")（#）!)(（#）!"（#）$ ")（*）!)(（*）!"（*）。

所以，由（,）、（!*）式可知

")（#）!)&!"（#）$ ")（#）!)(（#）!"（#）$ ")（*）!)(（*）!"（*）) "$

!$
")（*）!)&!"（*）

若 ")（*）!)&!"（*）$ !$%")（#）!)&!"（#）) "$ ，从而有系统（!）式关于（!，"，&，&）是有限时间稳定

的。 证毕

定理 $ " 系统（$）、（-）式关于（!，"，&，&，’）是有限时间有界的，若存在对称正定矩阵函数 (（ ·）、

)（·），使得下列不等式成立

#)(（# $ !）# ( !)(（#）! #)(（# $ !）

(（# $ !）# (（# $ !）$ ’))（# $ !）’ ( )（#( )
）
$ *，##｛*，!，⋯，& ( !｝ （!$）

!)&!$ !)(（#）!，##｛!，$，⋯，&｝ （!-）

!)(（*）!$ !)&! （!%）

!$ $ $./0)（*）’ ) "$ （!#）

证明" 构造 *（"（#），#（#））! ")（#）!)(（#）!"（#）$ #)（#）)（#）#（#），则有

*（"（# $ !），#（# $ !））( *（"（#），#（#））! ")（# $ !）!)(（# $ !）!"（# $ !）$
#)（# $ !）)（# $ !）#（# $ !）( ")（#）!)(（#）!"（#）( #)（#）)（#）#（#）!

")（#）（#)(（# $ !）# ( !)(（#）!）"（#）$ ")（#）#)(（# $ !）#（#）$
#)（#）(（# $ !）#"（#）$ #)（#）（(（# $ !）$ ’))（# $ !）’ ( )（#））#（#）!

+)（#）
#)(（# $ !）# ( !)(（#）! #)(（# $ !）

(（# $ !）# (（# $ !）$ ’))（# $ !）’ ( )（#）
( )# +（#）
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其中 !（"）# $（"）

!（"( )）
。

由（!"）式可知 % $（" & !），!（" & !( )） ’ %（$（"），!（"））$ # （!$）

对（!$）式从 # 到 " ’ ! 求和可得 %（$（"），!（"））’ %（$（#），!（#））$ # ，即

$%（"）!%"（"）!$（"）& !%（"）#（"）!（"）$ $%（#）!%"（#）!$（#）& !%（#）#（#）!（#）

所以，由（!&）、（!’）式可知

$%（"）!%$!$（"）$ $%（"）!%"（"）!$（"）$ $%（"）!%"（"）!$（"）& !%（"）#（"）!（"）$
$%（#）!%"（#）!$（#）& !%（#）#（#）!（#）$ $%（#）!%$!$（#）& !%（#）#（#）!（#）$

$%（#）!%$!$（#）& "()*#（#）(
由（!+）式可知，若 $%（#）!%$!$（#）$ #"%$%（"）!%$!$（"）$ #" & "()*#（#）( ) $" ，从而有系统（"）、

（&）式关于（#，$，$，*，(）是有限时间有界的。 证毕

定理 &, 问题 ! 是可解的，若存在对称正定矩阵函数 "（·）和矩阵 % ，使得（-）、（!#）式以及下列不等式

成立

’ !%"（"）! （& & ’%）%

& & ’% ’ " ’!（" & !( )
）
$ #，"#｛#，!，⋯，* ’ !｝ （!.）

证明, 由（’）、（+）式组成的闭环系统为

!$（" & !）#（& & ’%）$（"） （!/）

由定理 ! 可知，系统（!/）式关于（#，$，$，*）是有限时间稳定的充分条件为，存在对称正定矩阵函数

"（·），使得（-）、（!#）式以及下列不等式成立

（& & ’%）%"（" & !）（& & ’%）’ !%"（"）!$ #，"#｛#，!，⋯，* ’ !｝ （!-）

对（!.）式使用 01234 补即可得到（!-）式成立。 证毕

定理 ’, 问题 " 是可解的，若存在对称正定矩阵函数 "（·）、#（·）和矩阵 %，使得（!&）（!+）式以及下

列不等式成立

’ !%"（"）! # （& & ’%）%

# (%#（" & !）( ’ #（"） )
& & ’% ) ’ " ’!（" & !









）

$ #，"#｛#，!，⋯，* ’ !｝ （"#）

证明, 由（+）（.）式组成的闭环系统为

!$（" & !）#（& & ’%）$（"）& !（"） （"!）

!（" & !）# (!（"） （""）

由定理 " 可知，系统（"!）、（""）式关于（#，$，$，*，(）是有限时间有界的充分条件为，存在对称正定矩

阵函数 "（·）、#（·）使得（!&）（!+）式以及下列不等式成立

（& & ’%）%"（" & !）（& & ’%）’ !+"（"）! （& & ’%）%"（" & !）

"（" & !）（& & ’%） "（" & !）& (%#（" & !）( ’ #（"( )
）
$ #，"#｛#，!，⋯，* ’ !｝

即

’ !%"（"）! #
# (%#（" & !）( ’ #（"( )

）
& （& & ’%）%( ))

"（" & !）（& & ’% )）$ #，"#｛#，!，⋯，* ’ !｝

（"&）

对（"#）式使用 01234 补即可得到（"&）式成立。 证毕

& 数值算例

在这一部分中，将通过 " 个具体的例子来验证文章中给出的方法的是有效的。

例 !, 考虑形如（’）式的离散奇异系统，其中 ! # ! #( )# #
，& # #5 " #5 !( )! !

，’ # ’ #5 !
’( )!

，对于给定
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的 ! ! !，" ! "，" ! #，! ! "，可以找到 #（#）! # $( )$ !
，$ !（! !），使得定理 % 当中的条件成立，从而有

闭环系统关于（!，"，"，#）是有限时间稳定的。

例 "& 考虑形如（’）、（(）式带有干扰的离散奇异系统，其中 % ! ! $( )$ $
，& ! $ $) % $ $) *( )" "

，’ !

$ $) "( )!
，( ! $ $( )$ $) !

，对于给定的 ! ! !，" ! "，" ! +，% ! $) +，! ! "，可以找到 #（#）! "# $( )$ "
，)（#）!

"# & " $( )$ %
，$ !（ $ " $ "），使得定理 * 当中的条件成立，从而有闭环系统关于（!，"，"，+，$) +）是有限时

间有界的。
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