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摘要：本文提出了一个新的三维连续自治混沌系统，该系统含有 % 个参数，% 个非线性项。通过计算得出混沌系统具
有 E 个平衡点，给定参数 !，"，#的值，得到了 % 个实平衡点，经过计算其雅可比矩阵的特征值知 $$ 为不稳定的鞍点，
$" 与 $% 为不稳定的鞍焦点。接着通过计算得到了混沌系统的 % 个 K=’L-.,9指数并由此得到了混沌系统的 K=’L-.,9
维数，用 &’</’M软件绘出了系统的吸引子图像，给出了混沌系统的 K=’L-.,9 指数谱、对应的分岔图以及 N,5.?’(O 截
面。接着分别用位移反馈控制、增强反馈控制以及加速反馈控制 % 种不同的反馈控制方法实现了对混沌系统的控
制，根据 P,-<2FQ-(R5<S判据从理论上给予了证明，最后又通过数值仿真的方法验证了控制方法的有效性。
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! ! 自从麻省理工学院的 K,(:.S于 "# 世纪 G# 年代
在数值实验中偶然发现第一个混沌吸引子以来，

K,(:.S系统［$］作为第一个混沌的物理和数学模型，
成为后人研究混沌理论的出发点和基石，许多新的

自治混沌系统也相继提出并得到了广泛的研究。其

中最为著名的是 P,;;/:(系统［"］，在 K,(:.S混沌系统
反控制中被发现的 12:. 系统［%］、KW 系统［I］、K5- 系
统［E］以及 X5系统［G］等，特别是 KW 系统在 K,(:.S 系
统和 12:.系统之间架起了一道桥梁，实现了从一个
系统到另一个系统的过渡。

混沌控制由于在保密通信、激光物理、化学反

应、生物医学等领域的巨大应用潜力，引起了人们的

广泛关注。一般来说，有两种策略来实现对连续时

间的混沌系统的控制。一个参数摄动的策略，如

BYZ方法［J］与参数谐振方法［[］；另一个是状态反馈
的策略，如自适应反馈方法［*］、时滞反馈方法［$#］、线

性和非线性反馈方法［$$］、滑模控制方法［$"F$%］等。其

中，反馈控制方法较其它控制方法具有鲁棒性、计算

方便等优点。

本文建立了一个新的三维自治混沌系统，它具

有非常复杂的动力学行为。该混沌系统是一种新型

的混沌系统，与 K,(:.S 系统相似，但它与 K,(:.S 不
是拓扑等价的。本文通过个反馈控制方法实现了对

新的混沌系统的控制。

$ 新的混沌系统及其动力学特性
本文提出新的三维混沌系统动力学方程为
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其中 %，’，)为状态变量，!，"，#为实常数。

$U $ 平衡点及其稳定性

令系统（$）式的右端为零则系统有 E 个平衡

点。

显然，+$ &（#，#，#）是一个平衡点。令
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则可得到其他 I 个非零平衡点为

+" &（%$，’$，)$），+% &（ ( %$，( ’$，)$）

+I &（%"，’"，)"），+E &（ ( %"，( ’"，)"）

该系统共有 E 个平衡点，而当（! ( " ( ,）# - #

时，%" 与 ’" 是复数，所以只有 +$，+"，+% 为实平衡点。

为了便于讨论，令参数 ! & $#，" & %#，# & G 。

可得到 % 个平衡点为

+$ \（#，#，#），+" \（#U $*" I，JU GIJ *，*U JI[ I）

+% \（ ^ #U $*" I，̂ JU GIJ *，*U JI[ I）

对于平衡点 +$ &（#，#，#），在改点处对系统进行线
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为了得到特征根，令 !+ # !! " " ，则可得 $ 个特
征根为 !! & ’ #$( $)* * + "，!# & !#( $)* * , "，!$ &
’ % + "。可见 !# 大于零，!! 与 !$ 都小于零。所以

,! 是一个不稳定的鞍点。

对于平衡点 ,#，对系统进行线性化可得雅可比

矩阵为 !# "
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令 !+ # !# " "，可得 $ 个特征根为
!! " # ##( ))* * - "，!# " #( ))- - ( !$( /*. #0

!$ & #( ))- - ’ !$( /*. #0
!! 小于零，而 !# 与 !$ 是一对共轭的复数且实部都

大于零，因此 ,# 是一个不稳定的鞍焦点。

对于平衡点 ,$ ，可仿照上述方法得到其雅可比

矩阵为 !$ "
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令 !+ # !$ " "，则可得 $ 个特征根为
!! " # ##( ))* * - "，!# " #( ))- - ( !$( /*. #0

!$ & #( ))- - ’ !$( /*. #0
结果显示 !! - "，!#与 !$时实部大于零的共轭

复数，所以 ,$ 也是不稳定的鞍焦点。

综上，系统在 $ 个平衡点处都是不稳定的。
!( # 耗散性
因为散度
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为了使系统（!）是耗散的，要求
#（$ ( * ( !）- " （#）

在（#）式的条件下，系统（!）是耗散的，并以指数形

式
1.
1/ " 2 #（$(*(!）/ 收敛。也就是初始体积为 ." 的体

积元在时刻 / 时收缩为体积元 ."2
#（$(*(!）/ 。这就意

味着当 /#"时，包含系统轨线的每个小体积元以指
数速率 #（$ ( * ( !）收缩到零，所有系统的轨线最
终会被限制在一个体积为零的极限子集上，其渐近

运动将被固定在一个吸引子上。这说明了吸引子的

存在性。

!( $ 3456789:指数

3456789:指数刻画了动力系统轨线的分离与排
斥情况，表征了系统的运动特征。令参数 $ " !"，’
" $"，* " %，初始值为［"( !，"( "!，"( #］，则可得系
统的 3456789:指数为

0! " !( )$" $，0# " "( ""! $，0$ " # !/( )"% /
根据 ;56<58=>9?@2 猜想公式，新混沌系统（!）的
3456789: 维数为
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可见，新系统混沌吸引子的分形维数是分数维的。

于是可以确定新系统在所选参数下的确处于混沌状

态。系统的混沌吸引子如图 ! 所示。

（5）

（A）
图 !B $ " !"，’ " $"，* " % 时，系统的混沌吸引子

!( . 分岔图与 C908D5?E截面
分岔图可以清晰地显示系统在周期状态与混沌

状态之间的转换，固定参数 $ " !"，’ " $" ，让 *在
区间（"，!%）内变化，系统的分岔图如图 # 所示，而
系统的 $ 个 3456789:指数关于参数 *的变化如图 $
所示，从中可以看出随着 *的变化，系统由倍周期分
岔进入混沌状态，然后又有混沌状态进入周期状态。

C908D5?E截面也是研究混沌的一个重要工具，
当参数 $ & !"，’ & $"，* & %，分别选取 ) " "与 & " "
平面进行截面，得 C908D5?E截面如图 . 所示。由图 .
可以看出，C908D5?E 截面上有一些成片的具有分形
结构的密集点，吸引子的叶片清晰可见，进一步说
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明了此时系统的运动是混沌的。

图 !" 系统关于 !的分岔图

图 #" 系统的 $%&’()*+指数谱

! 混沌系统的控制
设受控的混沌系统（,）为

"· # $（% & "）& %’ ( ),

%· # *" ( "’ & % ( )!

’· # & !’ ( %! & +% ( )#

（#）

其中 ),（ , # ,，!，#）是要设计的控制器。

（&）在 " - . 平面上

（/）在 % - . 平面上
图 0" 1*2)3&45截面

!6 , 混沌系统的位移反馈控制
对于一般反馈控制，系统变量通常是乘以一个

反馈增益系数然后添加到该状态变量方程中。如果

把这样的反馈控制器添加到另一个状态变量的方程

中，那么这种控制方法被称作位移反馈控制［,0］。

定理 , " 对于受控系统（#），若 ), # .，)! #
+"，)# # .，其中 +反馈增益系数，当 + - * & , 时系
统（!）将渐进稳定到平衡点 ., #（.，.，.）。
证明" 将系统（#）在平衡点 ., #（.，.，.）处线

性化，可得雅可比矩阵为
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由此可得特征方程为

（! ( !）（!! (（$ ( ,）! ( $ ( $（+ & *））# .
当 $ ( , - . ，$ ( $（+ & *）- . 时，有 + 7 * 8

,，根据 9*(:;<=(4>2:? 定理可知此时特征根 ! 的实
部是负的，因此受控系统（!）在平衡点 .,（.，.，.，.）
处是一致渐进稳定的。 证毕

数值仿真的结果如图 @ 所示。

图 @" 当 + - #. 时，受控系统（#）的状态变量相图

!6 ! 混沌系统的增强反馈控制
仅仅通过一个状态变量的反馈区控制复杂的混

沌系统往往是比较困难的，因此反馈增益系数往往

需要取得非常大，才能达到控制的效果。所以考虑
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使用多个状态变量乘以反馈增益系数来控制混沌系

统，这种方法称为增强反馈控制。

定理 ! " 对于受控系统（#），若 !$ " %，!! "
# $%，!# " # $&，其中 $是反馈增益系数，当 $ & ’ ’
$ 时，受控系统（#）将渐进稳定到平衡点 ($ (（%，%，
%）。
证明" 将系统（#）在平衡点 ($ "（%，%，%）处线

性化，可得雅可比矩阵为
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由此可得特征方程为

（ ! ) $ ) -）（ ! ! )（ * ) $ ) $）! ’ *’ ) *（ $ )
$））( % 当 ’ $ ’ - * %，* ) $ ) $ & %，’ *’ ) *（ $
) $）& %，有 $ & ’ ’ $，根据 +,-./01-234.5定理可
知此时特征根 ! 的实部是负的，因此受控系统（#）
在平衡点 ($（%，%，%，%）处是一致渐进稳定的。数值
仿真的结果如图 6 所示。 证毕

图 6" 当 $ " #% 时，受控系统（#）的状态变量相图

!7 # 混沌系统的加速反馈控制
一般的反馈控制方法总是将模型中的某一个变

量乘上控制增益加到系统中的某个方程上 ，而加

速反馈控制［$8］是将系统中的某个变量的导数乘上

控制增益加到系统中的另一个变量的方程上，从而

加快了控制速度。

定理 # " 对于受控系统（#），若 !$ " %，!! "

# $&·，!# " %，其中 $是反馈增益系数，当 $ . %7 9: ，
受控系统（#）将渐进稳定到平衡点 (! (（%7 $:! ;，
97 6;9 :，:7 9;< ;）。
证明" 令 ,$ " , # ,%，%$ " % # %%，&$ " & # &% ，

从而系统（!）可以转化为如下的方程
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%$ &% # %% &$ # %% &%

%·$ " ’（,$ + ,%）+（,$ + ,%）（ &$ + &%）#

%$ # %% + $-（ &$ + &%）# $（%$ + %%）
!

&·$ " # -（ &$ + &%）+（%$ + %%）
!

（;）

将系统（;）在平衡点 ($ "（%，%，%）处线性化，
可得雅可比矩阵为
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从而可得特征方程为 !# + -$!
! + -!! + -# " %。

其中" " -$ " $ + !$%% + * + -
-! " *- + $ + !$%% # !%%（$ + - + ,%）

-# " *-（$ + !$%%）+ !%!
%（’ + &%）+

（ &% # *）（’ + &% + *$）-
显然，当 -$ & %，-! & %，-# & % 与 -$ -! ’ -# &

% 时，根据 +,-./01-234.5 定理可知此时特征根 !的实
部是负的，系统（;）在平衡点 ($ "（%，%，%）处是渐进稳
定的，即受控系统（#）在平衡点 (!（,%，%%，&%）处是渐进
稳定的。令 * " $%，’ " #%，- " 6，可得 $ &%7 9:。

证毕

数值仿真的结果如图 9 所示。

图 9" 受控系统（#）的相图（$ ( $）

类似地，受控系统（ #）可以稳定到平衡点
(#（ # %7 $:! ;，# 97 6;9 :，:7 9;< ;），但是需要指出
的是受控系统（#）用加速反馈控制的方法不能渐
进稳定到平衡点 ($（%，%，%，%）。
显然可见，加速反馈控制的反馈增益系数 $ 要

远小于一般的反馈控制。

# 结论
本文提出了一个新的混沌系统，该系统具有丰

富而复杂的动力学行为。通过位移反馈控制、增强

反馈控制与加速反馈控制实现了对混沌系统进行控

制，根据 +,-./01-234.5判据对受控系统进行了稳定
性分析，结果表明加速反馈方法能使受控系统快速

稳定到非零平衡点，但不能稳定到零平衡点，并与另
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外两种反馈控制方法相比较，显示了其优越性。
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