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一类与伪 >7’(’.K’?2:函数相关的函数方程!
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摘要：首先研究了著名的 L) >7’(’.K’?2:函数 !（"）的性质，讨论了一类新的包含 >7’(’.K’?2:对偶函数及其伪 >7’F

(’.K’?2:函数方程 #（"）$ !!（"）% $ & ’"，’" $ 的可解性，利用初等数论及组合方法，结合伪 >7’(’.K’?2: 函数

#（"）的性质，巧妙地构造了一个新方程。结果给出了这一类方程的所有整数解，即当 ’ & $ 时，该方程当且仅当有

唯一解 " & $ ，当 ’ & " 时，仅有解 " & "!，!" $ ；当 ’" % 时，无解。从而，本文彻底解决了这类新方程解的问题。
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$ 引言及结论

对于任意正整数 "，著名的 L) >7’(’.K’?2:函数 !（"）定义为最小的正整数 ( 使得 " (！。即 !（"）&

75.｛(：(# 6，" ) (！｝，它是美籍罗马尼亚著名的数论专家 >7’(’.K’?2: 教授在他所著的《B./= O(,P/:7;，
6,< >,/-<5,.;》一书中引入的，并建议人们去研究它的许多性质。由 !（"）得定义容易推得，如果 " &
*!$
$ *!"

" ⋯*!’
’ 表示正整数 "的标准分解式，那么 !（"）& 7’Q｛!（*!$

$ ），!（*!"
" ），⋯，!（*!’

’ ）｝。关于函数 !（"）的

算术性质，许多学者都进行了研究，获得了不少有趣的结果［$FG］。在文献［J］中，>’.K,( 引入了 >7’(’.K’?2:
函数 !（"）的对偶函数 !!（"）如下，对于任意正整数 "，!!（"）的定义为最大的正整数(使得(！"。即有

!!（"）& 7’Q｛(：(# 6，(！"｝。关于 !!（"）的算术性质也有学者进行过研究，取得了一系列研究成果。

例如在文献［R］中王妤研究了有关 !!（"）的函数方程$
+) "

!,!（+）&$
+) "

!!（+）的可解性并得到了一个有趣

的结论，即若 - & "：$
+) "

!,!（+）& $
+) "

!!（+），"#{ }6 ，则对于任意的实数 .，A(5?2/:< 级数 /（ .）& $
" & $
"#-

$
".

在 .% $ 时发散，在 . 0 $ 时收敛，且有恒等式

/（ .）& "（ .） $ % $
$"( ).

其中，!,!（"）为 >7’(’.K’?2: S1&函数的对偶函数且其定义为 !,!（"）& 7’Q｛’：［$，"，⋯，’］"，’# 6｝，

"（ .）表示 T5:7’.. U:<’F函数。
在文献［*］，>’.K,( 引入了伪 >7’(’.K’?2:函数 #（"）定义如下：对于任意的正整数 "，#（"）为最小的

正整数 (，使得 "
(（( $ $）

" ，即 #（"） & 75. (：(# 6，"
(（( $ $）}{ "

。从 #（"）的定义可以计算出

#（"）的前几个值为：#（$）& $ ，#（"）& % ，#（%）& " ，#（I）& J ，#（E）& I ，#（G）& % ，#（J）& G ，
#（R）& $E ，#（*）& R，#（$#）& I，⋯。关于 #（"）的算术性质，许多学者进行了研究，获得了不少有意义
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的结果［!"#!$］。同时得到了 !（"）一些简单性质：
%）对于任意正整数 !及奇素数 #，!（#!）$ #! % ! ；
&）对于任意正整数 !，!（’!）$ ’!&! % ! 。
本文的主要目的是研究函数方程

!（"）& ’!（"）% ! $ ("，(" ! （!）
的可解性，这个问题至少目前还没有人研究，张文鹏教授建议研究这一类方程的整数解的情况，这对进一步

研究函数 ’!（"）与 !（"）的性质及它们之间的关系将奠定一定的理论基础，最重要的是可以解决与它相关
的级数的敛散性等问题，得到一些较好的特殊结果，从而填补这一研究领域的一点空白。故笔者利用初等及

组合的方法获得了这个方程的所有正整数解。亦即证明了下面的定理。

定理 !( 函数方程（!）当 ( $ ! 时，当且仅当只有唯一的解 " $ ! ；当 ( $ ’ 时，当且仅当 " $ ’!，!" !
满足方程（!）；当 (" ) 时，方程（!）无解。

’ 定理的证明

证明( 利用初等及组合的方法可以直接给出定理的证明如下：为了简单起见，不妨设 ’!（"）$ )。当

( $ ! 时，显然 " $ ! 满足（!）式。所以 " $ ! 是方程（!）的一个解。
下面假定 " * ! 且满足方程（!）。由伪 *+%,%-.%/01函数 !（"）的定义知

!（"）（!（"）% !）& )!（"）$ "!（"）
由此式并结合 !（"）的定义立刻可以推出 "整除 )!（"），注意到 )！"，所以可以设 )!（"）$ +"，或者

!（"）$ +"
) 。将此式代入（!）式可得

+"
) & ) % ! $ "。而由 ’!（"）$ )的定义知)！"，从而可设 " $ )！·"!，

此时，上式可化为

+（) % !）！·"! & ) % ! $ )！·"! （’）
在（’）式中有两项显然可以被（) % !）！整除，所以由整除的性质易得（’）式中的第三项 ) % !也能被（)

% !）！整除。显然（) % !）！整除 ) % !当且仅当 ) $ !，’，) 。当 ) $ !时，由（’）式可知 + $ ! ，此时有 !（"）
$ "，由函数 !（"）的定义及性质可得，没有正整数 " * ! 满足 !（"） $ "。当 ) $ ’ 时，由（!）式知
!（"）$ " % ! 且 " * ! ，此时，" $ #!，!" ! ，#为奇素数，但经检验知 " $ #!，!" ! 不是（!）式的解。当

) $ ) 时，即 ’!（"）$ ) $ ) ，则 " $ 2 ，经验证 " $ 2不满足（!）式。所以，当 ( $ !时，正整数 "满足（!）
式当且仅当 " $ !。当 ( $ ’ 时，显然 " $ ! 不满足（!）式。
同理，假定 " * ! 且满足方程（!）。根据 !（"）的定义知此时有

!（"）（!（"）% !）& )!（"）$ ’"!（"）

立刻可以推出 "整除 )!（"），注意到 )！"，可以设 )!（"）$ +,"，或者 !（"）$ +,"
) 。将此式代入（!）

式可得
+,"
) & ) % ! $ ’"。而由 ’!（"）$ )的定义知 )！"，从而可设 " $ )！·"’ ，此时，上式可化为

(（) % !）！·"’ & ) % ! $ ’)！·"’ （)）
在（)）式中有两项显然可以被（) % !）！整除，所以由整除的性质易得（)）式中的第三项 ) % !也能被（)

% !）！整除。显然（) % !）！整除 ) % !当且仅当 ) $ !，’，) 。当 ) $ !时，由（)）式可知 ( $ ’ ，此时有 !（"）
$ ’"，由函数 !（"）的定义及性质可得，没有正整数 " * !满足 !（"）$ ’"。当 ) $ ’时，由（!）式知 !（"）
$ ’" % !且 " * !，所以，" $ ’!，!" !，经检验知 " $ ’!，!" !是（!）式的解。当) $ )时，即 ’!（"）$ ) $

) ，则 " $ 2 ，经验证 " $ 2 不满足（!）式。综上，当 ( $ ’ 时，正整数 "满足（!）式当且仅当 " 3 ’!，!"!。
当 (" )时，由以上两种情况的证明同理可以容易推得，没有正整数 " * !满足 !（"）$ ("，和 !（"）$
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!" # !，且 " $ " 也不满足（!）式。故方程（!）此时无解。
综上所述，便完成了定理的证明。 证毕

参考文献：

［!］#$%&%’(%)*+ ,- .’/0 1&23/+$4，’25 42/6572’4［8］- 9*7)%:

;+2：<7=6%’ >63/74*7’; ?264+，!@@A-

［B］潘承洞，潘承彪-初等数论［8］-北京大学出版社，!@@B-

［A］易媛，亢小玉- #$%&%’(%)*+ 问题研究［8］-［ #- C-］：

?7;* D$+&7)%’ >&+44，BEE"-

［F］乐茂华- 两个有关伪 #$%&%’(%)*+函数的方程［ G］-吉林

化工学院学报，BEEF ，B!（F）：@":!EF-

［H］徐哲峰- #$%&%’(%)*+ 函数的值分布性质［ G］- 数学学

报，BEE"，F@（H）：!EE@:!E!B-

［"］杜凤英- 关于 #$%&%’(%)*+ 函数 %（"）的一个猜想［ G］-

纯粹数学与应用数学，BEEI，BA（B）：BEH:BEJ-

［I］#%’(2& G- .’ )+&5%7’ ;+’+&%/7K%572’4 2L 5*+ #$%&%’(%)*+

L6’)572’［G］- M25+4 M6$3+& N*+2&0 %’( O74)&+5+ 8%5*+$%5:

7)4，!@@@，H（B）：F!:H!-

［J］王妤-一个包含 #$%&%’(%)*+ C98对偶函数的方程［ G］-

黑龙江大学自然科学学报，BEEJ，BH（H）：BA:BI-

［@］#%’(2& G- .’ % (6%/ 2L 5*+ > 4+6(2 #$%&%’(%)*+ L6’)572’

［G］- #$%&%’(%)*+ M2572’4 G26&’%/，BEEB，!A：!J:BA-

［!E］张文鹏- 初等数论［8］- 西安：陕西师范大学出版社，

BEEI-

［!!］D12452/ N 8- P’5&2(6)572’ 52 %’%/057) ’6$3+& 5*+2&0［8］-

M+Q R2&S：#1&7’;:T+&/%;，!@I"-

［!B］C26 R U- .’ 5*+ >4+6(2 #$%&%’(%)*+ L6’)572’［ G］- #)7:

+’57% 8%;’%，BEEI，A（F）：FJ:HE-

［!A］V*+’; R M- .’ 5*+ >4+6(2 #$%&%’(%)*+ L6’)572’ %’( 754

5Q2 )2’W+)56&+4［G］- #)7+’57% 8%;’%，BEEI，A（F）：HE:HA-

［!F］李梵蓓-一个与 #$%&%’(%)*+函数有关的函数方程及其

正整数解［ G］- 西北大学学报：自然科学版，BEEJ，AJ

（"）：J@B:J@A-

［!H］黄炜，赵教练-关于 #$%&%’(%)*+平方根部分数列&B（"）

和 ’B（"）［G］- 重庆师范大学学报：自然科学版，BE!E，

BI（"）：!:A-

［!"］段辉明，关于丢番图方程 (A X ! Y HI)B［ G］-重庆师范大

学学报：自然科学版，BE!E，BI（A）：F!:FF-

［!I］张福玲，广义 ,732’%))7数列的和公式［G］-重庆师范大

学学报：自然科学版，BE!E，BJ（H）：FH:FJ-

! "#$%&’($ )*#+&’($ ,-.+&-/ &( &0- 12-#/( 34+5+$/+%0- "#$%&’($

*+,- ./"
（92//+;+ 2L 8%5*+$%57)4 %’( P’L2&$%572’ #)7+’)+，Z+7’%’ M2&$%/ [’7\+&4750，Z+7’%’ #*%%’]7 I!FEEE，9*7’%）

!62&5+%&：,7&45 2L %//，5*74 1%1+& 456(7+( 5*+ 1&21+&57+4 2L 5*+ Q+//:S’2Q’ 0- #$%&%’(%)*+ L6’)572’ %（"），5*+’ 456(7+( 5*+ 124757\+ 7’:

5+;+& 42/6572’4 2L % ’+Q L6’)572’ +=6%572’ 1（"）2 %!（"）# ! $ !"，!" ! 7’\2/\7’; 325* 2L 5*+ >4+6(2 #$%&%’(%)*+ L6’)572’ %’( 5*+

(6%/ #$%&%’(%)*+ L6’)572’- [4+( 5*+ +/+$+’5%&0 ’6$3+& 5*+2&0 %’( )2$37’%572’%/ $+5*2( Q*7/+ 5*+ 1&21+&50 2L 5*+ >4+6(2 #$%&%’:

(%)*+ L6’)572’ 1（"），% ’+Q +=6%572’ Q%4 $%(+ +%47/0- D4 % &+46/5，%// 124757\+ 7’5+;+& 42/6572’4 %&+ ;7\+’ L2& 5*+ +=6%572’，5*%5 Q%4

5*+ +=6%572’ *2/( 7L %’( 2’/0 7L 42/6572’ " $ ! Q*+’ ! $ ! ，%’( 7L ! $ B ，75 *2/( 42/6572’4 " $ B!，!" ! ，75 Q%4 ’2 42/6572’ 7L !"

A3 #2，%// 5*+ 124757\+ 7’5+;+& 42/6572’4 2L 5*74 ’+Q L6’)572’ +=6%572’ Q%4 42/\+( )2$1/+5+/0-

7-8 9(5/2：5*+ #$%&%’(%)*+ L6’)572’；5*+ >4+6(2 #$%&%’(%)*+ L6’)572’；L6’)572’ +=6%572’；7’5+;+& 42/6572’

（责任编辑^ 游中胜）

I"T2/- B@ M2- B^ ^ ^ ^ ^ G26&’%/ 2L 9*2’;=7’; M2&$%/ [’7\+&4750（M%56&%/ #)7+’)+）̂ *551：_ _ QQQ- )=’6W- )’


