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摘要:在已有文献基础上继续讨论强G -预不变凸函数。首先用另外的例子来说明强G -预不变凸函数的存在性;然
后给出了在上、下半连续性条件下f是强G -预不变凸函数的两个充要条件,借助于函数f的上图E(f),讨论了强

G -预不变凸函数的一个刻画及强G -预不变凸函数簇的上确界性质;最后还获得了强G -预不变凸函数分别在两类

数学规划问题中的应用,推广了已有文献的结果。
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凸性和广义凸性在数理经济、工程、管理科学和优化理论中扮演着重要的角色,有关凸性和广义凸性的

研究是数学规划中最重要的方向之一。在1981年,Craven[1]提出了一类广义凸函数—不变凸函数。1988
年,Wear和 Mond[2]提出预不变凸函数的概念,它是不变凸函数的推广。1995年,Mohan和Neogy[3]证明

了在条件C下,不变凸函数是预不变凸函数,不变拟凸函数是预不变拟凸函数。2005年,颜和刘[4]提出了一

类特殊的预不变凸函数—强预不变凸函数,讨论了它与强不变凸函数的关系,并给出了它的一些基本性质。
而后文献[5-6]对强预不变凸函数进行了进一步研究。2007年,T.Antczak[7-8]又提出了另一类广义凸函

数—G -预不变凸函数,它是预不变凸函数的推广,并给出了G -预不变凸函数的一些性质和判定方法。最

近,文献[9]提出了一类新的广义凸函数—强G -预不变凸函数,它是强预不变凸函数的推广。举例说明了强

G -预不变凸函数的存在性,并说明它区别于G -预不变凸函数、严格G -预不变凸函数;给出了强G -预不变凸

函数的几个基本性质,并得到强G -预不变凸函数的一个充分条件。
本文在已有文献基础上继续讨论强G -预不变凸函数,给出另外的例子来说明强G -预不变凸函数的存

在性。得到在上、下半连续性条件下f是强G -预不变凸函数的两个充要条件,借助于函数f的上图E(f),
讨论了强G -预不变凸函数的刻画及强G -预不变凸函数簇的上确界性质。最后还得到了强G -预不变凸函

数在两类数学规划问题中的重要应用。

1基本定义与例子

为了后面的研究需要,先给出下面的定义。
定义1[1-4,10-11] 设集合K⊆Rn,如果存在向量函数η:Rn×Rn→Rn,使得∀x,y∈K,λ∈ 0,[ ]1 ,有y+

λη(x,y)∈K,则称集合K 是关于η的不变凸集。
令H 是Hilbert空间,<·,·>和‖·‖分别为其上的内积与范数,K 是H 的非空子集,f:K→R是一

个实值函数,η:K×K→H 为向量映射。在本文中,If(K)表示f在K 下的像,G-1表示G 的逆。
定义2[7-8,12] 令K 是一个关于η的不变凸集,函数f:K→R称为K 上关于η 的(严格)G -预不变凸函

数,若存在连续的实值增函数G:If(K)→R和向量映射η:K×K→H,∀x,u∈K,x≠y,∀λ∈[0,1](λ∈(0,
1)),s.t.
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f(u+λη(x,u))≤G-1(λG(f(x))+(1-λ)G(f(u)))(<)。
定义3[9] 令K 是关于η的不变凸集,函数f:K→R称为K 上关于η的强G-预不变凸函数,若存在连

续增函数G:If(K)→R,映射η:K×K→H 和常数β>0,对∀x,u∈K,∀λ∈ 0,[ ]1 ,有

f(u+λη(x,u))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(u))-λ(1-λ)β‖η(x,u)‖2]。
关于强G -预不变凸函数的存在性问题,文献[9]中作者给出实例进行验证。下面给出另外的例子来说

明强G -预不变凸函数是大量存在的。

例1 令K=[-1,1],f(x)=ln (|x|-1)2+é

ë
êê

ù

û
úú

3
2
,G(t)=e′,η(x,y)=

x-y,x≥0,y≥0或x<0,y<0
-x-y,x≥0,y<0或x≤0,y>{ 0

,

则存在β=1使得f是关于η的强G-预不变凸函数。
分析 不难验证,对于∀x,y∈K,∀λ∈ 0,[ ]1 ,当β=1时有

f(y+λη(x,y))≤G-1 λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖[ ]2 。
由强G -预不变凸函数的定义,显然f是K 上关于η的强G-预不变凸函数。

注1 当G(t)=t时,强G -预不变凸函数就退化为强预不变凸函数[4-6]。
定义4 设S⊆Rn×R,如果存在单调增函数G,映射η:Rn×Rn→Rn 和常数γ>0,对∀(x,α),(y,β)∈S有

(y+λη(x,y),G-1 λG(α)+(1-λ)G(β)-γ(1-γ)‖η(x,y)‖[ ]2 )∈S,∀λ∈ 0,[ ]1 ,
则称S为强G-η-不变凸集。

条件C[3,10] 令η:K×K→H,对∀x,u∈K,∀λ∈ 0,[ ]1 ,有

η(u,u+λη(x,u))=-λη(x,u),η(x,u+λη(x,u))=(1-λ)η(x,u),
则称η满足条件C。

2强G -预不变凸函数的性质与刻画

在这一部分,将给出强G -预不变凸函数的几个重要性质。为了后面讨论的需要,首先给出下面的稠密

性结果。
引理1 设集合K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,η满足条件C,若f:K→R满足f(y+η(x,y))≤

f(x),∀x,y∈K,且存在常数β>0,α∈(0,1)使得

f(y+αη(x,y))≤G-1 αG(f(x))+(1-α)G(f(y))-βα(1-α)‖η(x,y)‖[ ]2 。 (1)
则集合A={λ∈ 0,[ ]1 f(y+λη(x,y))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-βλ(1-λ‖η(x,y)‖2)],∀x,

y∈K}在[0,1]中稠密。
证明 因为f(y)≤f(y)和f(y+η(x,y))≤f(x),所以λ=0和λ=1在集合A 中。
现假设集合A 在 0,[ ]1 中不稠密,那么存在一个λ0∈(0,1)和λ0 的一个邻域N(λ0),使得

N(λ0)∩A=∅。 (2)
令 λ1=inf{λ∈A λ≥λ0}, (3)

λ2=sup{λ∈A λ≤λ0}, (4)
所以0≤λ2≤λ1≤1。又因为α,(1-α)∈(0,1),选取u1,u2∈A,使得

u1≥λ1,u2≤λ2 且max{α,(1-α)}(u1-u2)<λ1-λ2。 (5)

于是u2≤λ2<λ1≤u1。令λ=αu1+(1-α)u2,由条件C可得

y+u2η(x,y)+αη(y+u1η(x,y),y+u2η(x,y))=y+λη(x,y),∀x,y∈K。

又由u1,u2∈A,可得    f(y+λη(x,y))=f[y+u2η(x,y)+αη(y+u1η(x,y),y+u2η(x,y))]≤
G-1[αG(f(y+u1η(x,y)))+(1-α)G(f(y+u2η(x,y)))-

βα(1-α)‖η(y+u1η(x,y),y+u2η(x,y))‖2]≤
G-1[αu1G(f(x))+α(1-u1)G(f(y))-αβu1(1-u1)‖η(x,y)‖2+

(1-α)u2G(f(x))+(1-α)(1-u2)G(f(y))-(1-α)βu2(1-u2)‖η(x,y)‖2-

βα(1-α)‖η(y+u1η(x,y),y+u2η(x,y))‖2]=G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-
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(αβu1(1-u1)‖η(x,y)‖2+(1-α)βu2(1-u2)‖η(x,y)‖2+

βα(1-α)‖η(y+u1η(x,y),y+u2η(x,y))‖2)]。
由条件C,有 η(y+u1η(x,y),y+u2η(x,y))=η(y+u2η(x,y)+(u1-u2)η(x,y),y+u2η(x,y))=

ηy+u2η(x,y)+
u1-u2
1-u2η

(x,y+u2η(x,y)),y+u2η(x,y
æ

è
ç

ö

ø
÷)=

u1-u2
1-u2η

(x,y+u2η(x,y))=(u1-u2)η(x,y)。

于是     βα(1-α)‖η(y+u1η(x,y),y+u2η(x,y))‖2=βα(1-α)(u1-u2)2 ‖η(x,y)‖2。
还可以得到

αβu1(1-u1)‖η(x,y)‖2+(1-α)βu2(1-u2)‖η(x,y)‖2+βα(1-α)(u1-u2)2 ‖η(x,y)‖2=

β‖η(x,y)‖2[αu1(1-u1)+(1-α)u2(1-u2)+α(1-α)(u1-u2)2]=β‖η(x,y)‖2λ(1-λ),

于是有    f(y+λη(x,y))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2]。
所以得到λ∈A。

若λ≥λ0,则λ-u2=α(u1-u2)<λ1-λ2,于是λ<λ1,这与(3)式矛盾。

类似地,当λ≤λ0 时,可推出与(4)式矛盾。综上所述,A 在[0,1]中稠密。 证毕

定理1 设集合K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,η满足条件C,函数f:K→R在K 上半连续

且满足f(y+η(x,y))≤f(x),∀x,y∈K,则f是K 上关于η的强G-预不变凸函数,当且仅当存在常数β>
0和λ∈(0,1),对∀x,y∈K 有

f(y+λη(x,y))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2]
成立。

证明 必要性。直接由f是关于η的强G-预不变凸函数的定义可得。
充分性。由引理1知集合

A={α∈[0,1]f(y+αη(x,y))≤G-1[αG(f(x))+(1-α)G(f(y))-βα(1-α)‖η(x,y)‖2,∀x,y∈K}
在[0,1]中稠密(显然0,1∈A),则∀α∈(0,1),∃α{ }n ⊆(0,1)∩A 使得αn<α,∀n∈N

对∀x,y∈K,记Z=y+αη(x,y),对每一个n定义

yn=y+
α-αn

1-αn
η(x,y), (6)

则yn→y,n→∞。又因为0<αn<α<1,则有0<α-αn

1-αn
<1,即yn∈K。

由(6)式,条件C及K 的不变凸性,得到

yn+αnη(x,yn)=y+
α-αn

1-αn
η(x,y)+αnηx,y+

α-αn

1-αn
η(x,y

æ

è
ç

ö

ø
÷)=

y+ α-αn

1-αn
+αn 1-α-αn

1-α
æ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú

n
η(x,y)=y+αη(x,y)=Z。 (7)

因为f是上半连续的,所以对∀ε>0,当n充分大时有

f(yn)≤f(y)+ε。 (8)
由(7)、(8)式及αn∈A 有

f(Z)=f(yn+αnη(x,yn))≤G-1[αnG(f(x))+(1-αn)G(f(yn))-βαn(1-αn)‖η(x,yn)‖2]≤
G-1[αnG(f(x))+(1-αn)G(f(y)+ε)-βαn(1-αn)‖η(x,yn)‖2]=

G-1 αnG(f(x))+(1-αn)G(f(y)+ε)-βαn(1-αn)ηx,y+
α-αn

1-αn
η(x,y

æ

è
ç

ö

ø
÷)é

ë
êê

ù

û
úú

2

=

G-1[αnG(f(x))+(1-αn)G(f(y)+ε)-βαn(1-αn)1-α-αn

1-α
æ

è
ç

ö

ø
÷

n

2

‖η(x,y)‖2]→

G-1[αG(f(x))+(1-α)G(f(y)+ε)-βα(1-α)‖η(x,y)‖2],n→+¥。
由ε>0任意性,故有f(Z)≤G-1[αG(f(x))+(1-α)G(f(y))-βα(1-α)‖η(x,y)‖2]。所以f是关于η

41 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第29卷



的强G-预不变凸函数。 证毕

定理2 设集合K⊆Rn 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,η满足条件C,函数f:K→R在K 上是下半

连续的且满足f(y+η(x,y))≤f(x),∀x,y∈K,则f是K 上关于η 的强G-预不变凸函数,当且仅当存在

常数β>0,λ∈(0,1),对∀x,y∈K 有f(y+λη(x,y))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-βλ(1-λ)

‖η(x,y)‖2]成立。
证明 必然性显然,下证充分性。由引理1知∀x,y∈K,A 在[0,1]中稠密,则∀α∈(0,1),∃{αn}⊆

(0,1)∩A,s.t.αn→α,n→+∞,又因为

f(y+αnη(x,y))≤G-1[αnG(f(x))+(1-αn)G(f(y))-βαn(1-αn)‖η(x,y)‖2],
所以    liminf

n→+¥
f(y+αnη(x,y))≤G-1[αG(f(x))+(1-α)G(f(y))-βα(1-α)‖η(x,y)‖2]。

由f在K 上的下半连续性有f(y+αη(x,y))≤liminf
n→+¥

f(y+αnη(x,y)),则

f(y+αη(x,y))≤G-1[αG(f(x))+(1-α)G(f(y))-βα(1-α)‖η(x,y)‖2],
所以f是K 上关于η的强G -预不变凸函数。 证毕

为了更好地刻画强G -预不变凸函数并深入研究其性质,将用到函数的上图

E(f)={(x,α):x∈K,α∈R,f(x)≤α}。
定理3 设非空集合K 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,则f:K→R是强G -预不变凸函数⇔E(f)是

Rn×R上的强G -η-不变凸集。
证明 必要性。假设f:K→R是强G -预不变凸函数,令(x,α),(y,β)∈E(f),则有f(x)≤α,f(y)≤β。

又因为f:K→R是强G -预不变凸函数,则存在γ>0使得

f(y+λη(x,y))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2]≤
G-1[λG(α)+(1-λ)G(β)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2],∀λ∈[0,1]

成立。于是有

(y+λη(x,y),G-1[λG(α)+(1-λ)G(β)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2])∈E(f),∀λ∈[0,1],
所以E(f)是强G -η-不变凸集。

充分性。假定E(f)是Rn×R上的强G -η-不变凸集,令x,y∈K,则有(x,f(x))∈E(f),(y,f(y))∈
E(f),因而存在γ>0,使得

(y+λη(x,y),G-1[λG(α)+(1-λ)G(β)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2])∈E(f),∀λ∈[0,1]。
于是对∀λ∈[0,1]有

f(y+λη(x,y))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2]。
故f是K 上的强G-预不变凸函数。 证毕

定理4 设映射η:Rn×Rn→Rn,如果(Si)i∈I是Rn×R上关于同一G 和η的强G-η-不变凸集,G 是实值

增函数,则∩i∈ISi 也是强G-η-不变凸集。
证明 令(x,α),(y,β)∈∩i∈ISi,则对∀i∈I,(x,α),(y,β)∈Si,因Si 是强G-η-不变凸集,则存在γi>

0,对∀λ∈[0,1]有
(y+λη(x,y),G-1[λG(α)+(1-λ)G(β)-γiλ(1-λ)‖η(x,y)‖2])∈Si,∀i∈I,

取γ=minγi,则有 (y+λη(x,y),G-1[λG(α)+(1-λ)G(β)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2])∈Si,∀λ∈[0,1],
于是有  (y+λη(x,y),G-1[λG(α)+(1-λ)G(β)-γλ(1-λ)‖η(x,y)‖2])∈∩i∈ISi,∀λ∈[0,1],
故∩i∈ISi 也是强G-η-不变凸集。 证毕

定理5 设非空集合K 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集。如果∀i∈I,fi 是K 上的强G-预不变凸函

数,那么f(x)=supi∈Ifi(x)也是K 上的强G-预不变凸函数。
证明 因为fi 是K 上的强G -预不变凸函数,由定理3可知其上图E(fi)={(x,a)|x∈K,α∈R,fi(x)≤

α}是Rn×R上的强G -η-不变凸集。
然后,据定理4可得∩i∈IE(fi)={(x,a)|x∈K,α∈R,f(x)≤α}也是Rn×R上的强G -η-不变凸集,且

∩i∈IE(fi)是f的上图。最后再根据定理3即可得到f是K 上的强G-预不变凸函数。 证毕
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3强G -预不变凸函数在数学规划中的应用

记对于x∈K 的求f(x)的最小值的数学规划问题为(P)

min   f(x),

s.t.   x∈K。
定理6 设非空集合K 是关于η:Rn×Rn→Rn 的不变凸集,f:K→R是K 上的强G-预不变凸函数,G-1

是严格凸的,如果x是关于问题(P)的局部最优点,则x是问题(P)的全局唯一的最优点。
证明 全局性证明。如果x是关于规划问题(P)的局部最优点,于是存在一个关于x的邻域Nε(x),使

得

f(x)≤f(x),∀x∈K∩Nε(x)。 (9)
假设x不是关于问题(P)的全局最优点,则必存在x∈K,使得

f(x)<f(x)。 (10)
因为f是K 上关于η的强G-预不变凸函数,故存在常数β>0对∀x,y∈K,λ∈[0,1],有

f(x+λη(x,x))≤G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(x))-βλ(1-λ)‖η(x,x)‖2]≤
G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(x))]<G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(x))]≤f(x)。 (11)

当λ>0充分小时有

x+λη(x,x)∈K∩Nε(x)。 (12)
这与(9)式矛盾,假设不成立。故x一定是关于规划问题(P)的全局最优点。

唯一性的证明。假设x0,x1∈K 是问题(P)的两个相异全局最优点,则f(x0)=f(x1)。因为f是K 上

关于η的强G-预不变凸函数,故存在常数β>0,对∀λ∈[0,1]有

x1+λη(x0,x1)∈K,

f(x1+λη(x0,x1))≤G-1[λG(f(x0))+(1-λ)G(f(x1))-βλ(1-λ)‖η(x0,x1)‖2]≤
G-1[λG(f(x0))+(1-λ)G(f(x1))]<λf(x0)+(1-λ)f(x1)=f(x0)。 (13)

此与x0 是问题(P)的全局最优点矛盾,故问题(P)的全局最优点唯一。
综上所述,x是问题(P)的全局唯一的最优点。 证毕

若f:X→R,gi:X→R,i∈J,且X 是Rn 的非空子集。考虑如下的非线性规划问题(Q):

f(x)→min,

gi(x)≤0,i∈J={1,2,…,m}。
记问题(Q)的可行域为D={x∈X gi(x)≤0,i∈J}。

定理7 设函数f是D 上关于η的强G-预不变凸函数,函数gi,i∈J是D 上关于同一η的强Gi-预不变

凸函数,则规划问题(Q)的所有最优解的集合A 是关于η的不变凸集。
证明 令x1,x2(x1≠x2)是问题(Q)的两个最优解,则f(x1)=f(x2)=minx∈Df(x)。由x1,x2∈D,且

f是D 上关于η的强G-预不变凸函数可得

f(x2+λη(x1+x2))≤G-1[λG(f(x1))+(1-λ)G(f(x2))-βλ(1-λ)‖η(x1,x2)‖2]≤
G-1[λG(f(x1))+(1-λ)G(f(x2))]=f(x1)=f(x2)。

下面证明x2+λη(x1,x2)∈A,∀λ∈[0,1]成立。事实上,显然有x2+λη(x1,x2)∈D,∀λ∈[0,1]。因

为gi,i∈J是D 上的强Gi-预不变凸函数,则对∀i∈J有

gi(x2+λη(x1,x2))≤G-1
i [λGi(gi(x1))+(1-λ)Gi(gi(x2))-βλ(1-λ)‖η(x1,x2)‖2]≤

G-1
i [λGi(gi(x1))+(1-λ)Gi(gi(x2))]≤G-1

i [λGi(0)+(1-λ)Gi(0)]=G-1
i [Gi(0)]=0。

因此对∀λ∈[0,1]有gi(x2+λη(x1,x2))≤0,所以集合A 是关于η的不变凸集。 证毕

文献[9]中给出例3说明了强G -预不变凸函数不必是关于同一η的严格G -预不变凸函数。下面给出

例子来说明半严格G -预不变凸函数[9]不必是关于同一η的强G -预不变凸函数。
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例2 令 K = [-6,-2]∪ [-1,6],G (t)=t,f (x)=
1,x=0
0,x≠0,x∈{ K

,η(x,y)=

x-y,x∈[-1,6],y∈[-1,6]
x-y,x∈[-6,-2],y∈[-6,-2]
-2-y,x∈[-1,6],y∈[-6,-2]
-y,x∈[-6,-2],y∈[-1,6],y≠0
1
6y
,x∈[-6,-2],y

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ïï =0

,则由文献[12]中半严格G -预不变凸函数的定义可得f 是关于η的

半严格G -预不变凸函数,但对∀β>0,令x=1,y=2,λ=12
,有

f(y+λη(x,y))=f
æ

è
ç

ö

ø
÷

3
2 =0,

G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(y))-βλ(1-λ)‖η(x,y)‖2]=
1
2f
(1)+12f

(2)-β
4=-

β
4
。

于是得到f(u+λη(x,u))>G-1[λG(f(x))+(1-λ)G(f(u))-λ(1-λ)β‖η(x,u)‖2]。故f不是关于同

一η的强G -预不变凸函数。
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Abstract:Inthispaper,stronglyG -preinvexfunctionisfurtherstudied.Firstly,anotherexamplehasbeengiventoshowits
existence.Then,wegivetwonecessaryandsufficientconditionsofstronglyG -preinvexfunctionundertheconditionofsemi-
continuity.ByusingtheepigraphE(f),wealsogiveacharacterizationandapropertyofstronglyG -preinvexfunctionrespec-
tively.Finally,byusingstrongG -preinvexity,importantapplicationsfortwoclassesofmathematicalprogrammingproblems
aregiven.Ourresultsextendandimprovetheexistonesintheliterature.
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