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一类含时滞和扩散的Prey-Predator系统波前解的存在性
*
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摘要:反应扩散方程的行波解可以很好地表现自然界中的振荡现象和扰动以有限速度传播的现象,是非线性偏微分

方程的一个重要研究领域。本文研究了一类含时滞和扩散的Prey-Predator系统的行波解。通过构造系统的上下

解,利用波前解的存在性理论,得到当时滞τ1 和τ4 较小时,该系统波前解存在。
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反应扩散方程的行波解可以很好地表现自然界中的振荡现象以及扰动以有限速度传播的现象[1],是非

线性偏微分方程的一个重要研究领域。近年来,学者们考虑时滞和空间等因素对系统的影响,提出了含时滞

的反应扩散方程,特别是对含时滞的反应扩散方程行波解的研究更是引人注意,取得了不少的成果[2-12]。如

文献[3-6]讨论了Lotka-Volterra系统的行波解,文献[10]研究了Giu-Lawson系统行波解的存在性问题,文
献[11]研究了一类Prey-Predator系统,但研究还很不够,尤其是含时滞和扩散的Prey-Predator模型波前解

的研究还需要继续深入。基于此,本文将使用文献[12]的方法,通过构造系统的上下解,讨论一类含时滞和

扩散的Prey-Predator系统波前解的存在性。
本文考虑如下一类含时滞和扩散的Prey-Predator系统
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这里x∈R,ui∈R,t≥0,Di>0,ri>0,ai>0,bi>0,i=1,2,τj≥0,j=1,2,3,4。

1预备知识

考虑向量时滞反应扩散方程

∂u(t,x)
∂t =D∂

2u(x,t)
∂x2 +f(ut(x)), (2)

其中t≥0,x∈R,u∈Rn,D=diag(D1,…,Dn),Di>0,i=1,2,…,n,f 映C([-τ,0],Rn)到 Rn,并且连续,

ut(x)∈C([-τ,0],Rn),ut(x)(s)=u(x,t+s),s∈[-τ,0]。
定义1 U=(U1,…,Un)T∈Rn,V=(V1,…,Vn)T∈Rn,对i=1,2,…,n。若Ui=Vi,则称U=V;若

Ui≤Vi,则称U≤V;若U≤V 且U≠V,则称U<V。
若U≤V,记[U,V]={W|W=(W1,W2,…,Wn)T∈Rn,Ui≤Wi≤Vi,i=1,2,…,n}。
定义2 称U(z)关于z∈R单调,若对任意的z1<z2,有U(z1)≤U(z2)或U(z1)≥U(z2)。
定义3 (2)式的形如u(x,t)=U(x+ct)的解叫行波解。特别地,若U 单调有界且不恒为常向量,则称

u(x,t)为(2)式的波前解,其中c是实常数,称之为传播速度。
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为了寻找(2)式的波前解,令u(x,t)=U(z),z=x+ct,c>0,代入(2)式得

DU ″(z)-cU′(z)+fc(Uz)=0, (3)
其中z∈R,Uz(·)∈C([-cτ,0],Rn),Uz(s)=U(z+s),s∈[-cτ,0],fc 映C([-cτ,0],Rn)到Rn,fc(ψ)=
f(ψc),ψc(s)=ψ(cs),s∈[-τ,0]。

假设(A1):存在K=(K1,…,Kn)T,Ki>0,i=1,2,…,n,使得f(0)=f(K)=0。
假设(A2):对假设(A1)中的K,存在矩阵β=diag(β1,β2,…,βn),其中βi≥0(i=1,2,…,n),使得fc(φ)-

fc(ψ)+β(φ(0)-ψ(0))≥0,这里φ,ψ∈C([-cτ,0],Rn)满足

ⅰ)0≤ψ(s)≤φ(s)≤K,s∈[-cτ,0];

ⅱ)eβs(φ(s)-ψ(s))关于s∈[-cτ,0]单调不减。

Γ={记集合Γ为U(-¥)=0且U(+¥)=K,U(z)关于z∈R单调不减;

U∈C(Rn,R),对每个固定的s>0,eβs(U(z+s)-U(z))关于z=∈R单调不减}
其中β、K 与假设(A2)中β、K 相同。

定义4 称一阶和二阶导数都几乎处处存在的连续向量函数W(z)为(3)式的上(下)解,若对几乎所有

的z∈R,有DW ″(z)-cW′(z)+fc(Wz)≤(≥)0。
引理1[12] 假设(A1)和(A2)成立,且(3)式有上解W(z)∈Γ和下解V(z),满足

ⅰ)0≤V(z)≤W(z)≤K,z∈R;

ⅱ)在z∈R上V(z)≠0且在[δ,K]上(2)式除 K 外没有其他平衡态,其中δ=(δ1,δ2,…,δn)T,δi=
sup
z∈R

Vi(z),i=1,2,…,n;

ⅲ)eβz(W(z)-V(z))关于z∈R单调不减。
则(3)式存在单调解U(z),并满足U(-¥)=0和U(+¥)=K。

2主要结果及证明

利用上述引理,建立如下波前解存在性定理。

定理1 若1
b1<

1
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1
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的波前解。

为证明定理,令u1(x,t)=1a1-u1
(x,t),代入(1)式得
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。 (4)

为了寻求(4)式的波前解,令u1(x,t)=U1(z),u2(x,t)=U2(z),z=x+ct,代入(4)式得

D1U″1(z)-cU′1(z)+r1 1a1-U1(zæ

è
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ø
÷)[a1U1(z-cτ1)+b1U2(z-cτ2)]=0
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。 (5)

由(3)、(5)式知fc 的定义为:fc=(fc1(φ),fc2(φ))T,其中

φ∈C([-cτ,0],R2),τ=max
1≤j≤4

{τj},fc1(φ)=r1
1
a1-φ1

(0æ

è
ç

ö

ø
÷)[a1φ1(-cτ1)+b1φ2(-cτ2)],

fc2(φ)=r2φ2(0)1-
b2
a1+b2φ1

(-cτ3)-a2φ2(-cτ4
é

ë
êê

ù

û
úú)。

因c>max
i=1,2

2 Dir1(2b1+a2)
a2

,2 Dir{ }2 ,取

85 重庆师范大学学报(自然科学版) http://www.cqnuj.cn          第29卷



λ1= 12D1
c- c2-4D1(2b1r1+a2r1)
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λ3= 12D2
c- c2-4D2r( )2 ,λ4=

1
2D2

c+ c2-4D2r( )2 。

则0<λ1<λ2,0<λ3<λ4。当D1<D2 时有λ3<λ2,当D1≥D2 时,

λ3= 12D2
c- c2-4D2r( )2 =

2r2
c+ c2-4D2r2

≤ 2r2
c+ c2-4D1r2

=c- c2-4D1r2
2D1

<λ2。

因此λ3<λ2,同理λ1<λ4,所以可取max{λ1,λ3}<λ<min{λ2,λ4},则

D1λ2-cλ+2b1r1a2 +r1<0
,D1λ2-cλ+r2<0。

取λ>max c
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,c
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,{ }λ ,则D1λ2-cλ>0。又取β1>maxλ,r1 2+b1a
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ε<min
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1
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。

令Wi(z)= 1
(1+αe-λz)ai

,Vi(z)=εe-λ|z|,i=1,2,z∈R,又令

W(z)=(W1(z),W2(z))T,V(z)=(V1(z),V2(z))T,ε=(ε,ε)T,K= 1
a1
,1
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T
,

则在z∈R上V(z)≠0,并由条件知假设(A1)成立,且在[ε,K]上(4)式除K外没有其他正平衡态。
命题1 当τ1 和τ4 充分小时,fc 满足假设(A2)。

证明 设φ,ψ∈C([-cτ,0],R2),满足:ⅰ)0≤ψ(s)≤φ(s)≤K,s∈[-cτ,0];ⅱ)eβs(φ(s)-ψ(s))关于

s∈[-cτ,0]单调不减。则

fc1(φ)-fc1(ψ)=r1
1
a1-φ1

(0æ

è
ç
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ø
÷)[a1φ1(-cτ1)+b1φ2(-cτ2)]-r1
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r1[φ1(-cτ1)-ψ1(-cτ1)]-a1r1[φ1(0)φ1(-cτ1)-ψ1(0)ψ1(-cτ1)]+
b1r1
a1
[φ2(-cτ2)-ψ2(-cτ2)]-

b1r1[φ1(0)φ2(-cτ2)-ψ1(0)ψ2(-cτ2)]≥-a1r1[φ1(0)φ1(-cτ1)-ψ1(0)ψ1(-cτ1)]-

b1r1φ2(-cτ2)[φ1(0)-ψ1(0)]+b1r1
1
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-r1[φ1(0)-ψ1(0)]-r1eβ1cτ1[φ1(0)-ψ1(0)]-
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a2
[φ1(0)-ψ1(0)]=-r1 1+eβ1cτ1+
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>0,

则当τ1 充分小时,fc1(φ)-fc1(ψ)+β1(φ1(0)-ψ1(0))>0。

同理    fc2(φ)-fc2(ψ)=r2φ2(0)1-
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所以当τ4 充分小时,fc2(φ)-fc2(ψ)+β2(φ2(0)-ψ2(0))>0,综上则有命题1成立。 证毕

命题2 下列结论成立:ⅰ)W(z)∈Γ;ⅱ)0≤V(z)≤W(z)≤K,z∈R;ⅲ)eβz(W(z)-V(z))关于z∈R
单调不减。

证明 易验证结论ⅰ)成立。

当z>0时,Wi(z)≥ 1
(1+α)ai

>ε≥Vi(z);

当z≤0时,Wi(z)-Vi(z)=1-εaieλz-αεaie(λ-λ)z
(1+αe-λz)ai

≥1-ε
(1+α)ai

(1+αe-λz)ai
>0,i=1,2。

则0≤V(z)≤W(z)≤K,z∈R,即结论ⅱ)成立。
当z>0时,由结论ⅱ)知

d
dz
(eβiz(Wi(z)-Vi(z))=eβiz(βi(Wi(z)-Vi(z))+ αλe-λz

(1+αe-λz)2ai
+ελe-λz)>0;

当z<0时,有
d
dz
(eβiz(Wi(z)-Vi(z)))= eβiz

(1+αe-λz)2ai
(βi+α(βi+λ)e-λz-

εai(βi+λ)eλz-2αεai(βi+λ)e(λ-λ)z-α2aiε(βi+λ)e(λ-2λ)z)≥
eβiz

(1+αe-λz)2ai
((βi+λ)-αεai(βi+λ))αe-λz+βi-(1+2α)εai(βi+λ)≥0,i=1,2。

所以eβz(W(z)-V(z))关于z∈R单调不减,即结论ⅲ)成立。 证毕

命题3 当τ1 和τ4 充分小时,W(z)为(5)式的上解。

证明 因为D1λ2-cλ+2b1r1a2 +r1<0
,所以

D1W″1(z)-cW′1(z)+r1 1a1-W1(zæ

è
ç

ö

ø
÷)[a1W1(z-cτ1)+b1W2(z-cτ2)]= αe-λz

a1(1+αe-λz)3(1+αe-λ(z-cτ1))×

[D1λ2(αe-λz-1)-cλ(1+αe-λz)]×[1+αe-λ(z-cτ1)]+r1(1+αe-λz)2 1+b1a2
1+αe-λ(z-cτ1)

1+αe-λ(z-cτ2
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è
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a1(1+αe-λz)3(1+αe-λ(z-cτ1))×

[D1λ2(αe-λz-1)-cλ(1+αe-λz)]×[1+αe-λ(z-cτ1)]+r1(1+αe-λz)2 1+b1a2
(1+eλcτ1é

ë
êê

ù

û
úú{ }) =

αe-λz
a1(1+αe-λz)3(1+αe-λ(z-cτ1))× α2e-2λz D1λ2eλcτ1-cλeλcτ1+b1r1a2

(1+eλcτ1)+ræ

è
ç

ö

ø
÷

é

ë
êê

ù

û
úú1{ +

αe-λz D1λ2(1-eλcτ1)-cλ(1+eλcτ1)+2b1r1a2
(1+eλcτ1)+2ré

ë
êê

ù

û
úú1 -D1λ2-cλ+b1r1a2

(1+eλcτ1)+r }1 。

因为    D1λ2eλcτ1-cλeλcτ1+b1r1a2
(1+eλcτ1)+ræ

è
ç

ö

ø
÷1

τ1=0
=D1λ2-cλ+2b1r1a2 +r1<0

,

D1λ2(1-eλcτ1)-cλ(1+eλcτ1)+2b1r1a2
(1+eλcτ1)+2ræ

è
ç

ö

ø
÷1

τ1=0
=-2cλ+4b1r1a2 +2r1<-2D1λ2<0,

-D1λ2-cλ+b1r1a2
(1+eλcτ1)+ræ

è
ç

ö

ø
÷1

τ1=0
=-D1λ2-cλ+2b1r1a2 +r1<-2D1λ2<0。

所以当τ1 充分小时,有

D1W″1(z)-cW′1(z)+r1 1a1-W1(zæ

è
ç

ö

ø
÷)[a1W1(z-cτ1)+b1W2(z-cτ2)]<0。

同理

D2W″2(z)-cW′2(z)+r2W2(z)1-b2a1+b2W1(z-cτ3)-a2W2(z-cτ4é

ë
êê

ù

û
úú)≤

D2W″2(z)-cW′2(z)+r2W2(z)[1-a2W2(z-cτ4)]≤
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αe-λz
a1(1+αe-λz)3(1+αe-λ(z-cτ4))×

{[α2e-2λz(D2λ2eλcτ4-cλeλcτ4+r2eλcτ4)]+

αe-λz[D2λ2(1-eλcτ4)-cλ(1+eλcτ4)+2r2eλcτ4]-D2λ2-cλ+r2eλcτ4}。
又因为    (D2λ2eλcτ4-cλeλcτ4+r2eλcτ4)τ4=0=D2λ2-cλ+r2<0,

(D2λ2(1-eλcτ4)-cλ(1+eλcτ4)+2r2eλcτ4)τ4=0=-2cλ+2r2<-2D2λ2<0,
(-D2λ2-cλ+r2eλcτ4)τ4=0=-D2λ2-cλ+r2<0。

所以当τ4 充分小时,有

D2W″2(z)-cW′2(z)+r2W2(z)1-b2a1+b2W1(z-cτ3)-a2W2(z-cτ4é

ë
êê

ù

û
úú)<0。

因此,当τ1 和τ4 充分小时,W(z)为(5)式的上解。 证毕

命题4 V(z)为(5)的下解。
证明 因为D1λ2-cλ>0,D2λ2-cλ>0,所以有

D1V″1(z)-cV′1(z)+r1 1a1-V1(zæ

è
ç

ö

ø
÷)[a1V1(z-cτ1)+b1V2(z-cτ2)]≥D1V″1(z)-cV′1(z)。

z≥0时,D1V″1(z)-cV′1(z)=D1λ2εe-λz+cλεe-λz=εe-λz(D1λ2+cλ)>0;

z<0时,D1V″1(z)-cV′1(z)=D1λ2εeλz-cλεeλz=εeλz(D1λ2-cλ)>0。

所以D1V″1(z)-cV′1(z)+r1 1a1-V1(zæ

è
ç

ö

ø
÷)[a1V1(z-cτ1)+b1V2(z-cτ2)]>0。

又因为z≠0,有

D2V″2(z)-cV′2(z)+r2V2(z)1-b2a1+b2V1(z-cτ3)-a2V2(z-cτ4é

ë
êê

ù

û
úú)≥

D2V″2(z)-cV′2(z)+r2V2(z)1-b2a1-a2
æ

è
ç

ö

ø
÷ε ≥D2V″2(z)-cV′2(z)。

z>0时,D2V″2(z)-cV′2(z)=D2λ2εe-λz+cλεe-λz=εe-λz(D2λ2+cλ)>0;

z<0时,D2V″2(z)-cV′2(z)=D2λ2εeλz-cλεeλz=εeλz(D2λ2-cλ)>0。

所以D2V″2(z)-cV′2(z)+r2V2(z)1-b2a1+b2V1(z-cτ3)-a2V2(z-cτ4é

ë
êê

ù

û
úú)>0。

因此V(z)为(5)式的下解。 证毕

综合上述分析与证明及引理1知定理1成立。
注1 定理1表明,当食饵(u2)对捕食者(u1)的供养能力系数b1 大于食饵的阻滞增长系数a2,捕食者(u1)的

阻滞增长系数a1 大于捕食者(u1)的捕食能力b2 时,则对于任意的满足c>max
i=1,2

2 Dir1(2b1+a2)
a2

,2 Dir{ }2 的

传播速度,当时滞τ1 和τ4充分小时,在相平面(u1,u2)上方程(1)的波前解表现为联结点 1
a1
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 和 0,1a

æ

è
ç

ö

ø
÷

2
的

第一象限内的一条光滑轨线。
利用定理1证明的相似方法可以证得如下定理。

定理2 若1
b1>

1
a2
,1
a1>

1
b2
,则对于任意c>max

i=1,2
2 Dir2(2b2+a1)

a1
,2 Dir{ }1 ,当τ1 和τ4充分小时,(1)

式存在联结 0,1a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
与 1

a1
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 的波前解。

注2 定理2表明:当食饵(u2)对捕食者(u1)的供养能力系数b1 小于食饵的阻滞增长系数a2,捕食者(u1)的

阻滞增长系数a1 小于捕食者(u1)的捕食能力b2 时,则对于任意的满足c>max
i=1,2

2 Dir2(2b2+a1)
a1

,2 Dir{ }1 的

传播速度,当时滞τ1 和τ4充分小时,在相平面(u1,u2)上方程(1)的波前解表现为联结点 0,1a
æ

è
ç

ö

ø
÷

2
和 1

a1
,æ

è
ç

ö

ø
÷0 的
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第一象限内的一条光滑轨线。
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ExistenceofWaveFrontSolutionofthePrey-PredatorSystemwithDiffusionandDelays

XUTian-hua
(Dept.ofMathematics,SichuanUniversityforNationalities,KangdingSichuan626001,China)

Abstract:Wavefrontsolutionsofreaction-diffusionequationscanbeagoodperformanceofthephenomenonandthenatureof
theshockspeeddisturbanceswithlimitedspread.Itisimportantareaofresearchofnonlinearpartialdifferentialequations.A
Prey-Predatorsystemwithdiffusionanddelayswasinvestigated.Itisshownthattheexistenceofwavefrontsolutionsofthis
systemwhenthedelaysτ1andτ4aresmallbyconstructingapairofupperandlowersolutionandusingtheexistencetheoryof
travelingwavesolution.
Keywords:delays;diffusion;upperandlowersolution;Prey-Predatorsystem;wavefrontsolution
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