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用边界元法求解Signorini问题的线性互补法
*

张 守 贵
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摘要:对Poisson方程的Signorini问题,提出了利用边界积分方程的线性互补解法。用Green公式和Laplace方程的

基本解推导得该问题的边界积分方程,利用边界位势及其法向导数的Signorini约束,由该离散化积分方程导出一个

形如U1≥0,AIIU1+N≥0且UT
1(AU1+N)=0的标准线性互补问题,且Signorini边界约束仅作用于边界位势。再

用投影超松弛迭代法求解线性互补问题,数值结果表明该方法是有效的。
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  Signorini问题作为一类典型的微分边值问题,具有重要的研究价值,如电镀问题、水坝自由面渗流问

题、单侧弹性接触问题等。由于Signorini问题在部分边界上,位势及其法向导数在一定的不等式约束下交

替出现,其主要难题在什么位置从一种边界条件变成另外的边界条件事先是未知的。文献[1]用基于Si-
gnorini问题的对偶混合变分形式,提出了一种非协调有限元逼近格式,并用 Uzawa型算法进行了数值求

解。此种方法需要在问题的求解区域内做大量的网格剖分,而且需要很多的迭代步数。Signorini问题虽然

是非线性的,但在所考虑区域内部满足偏微分方程,所以边界元法特别适合求解这类问题[2-3]。通常情况下,
当用边界元法求解Signorini问题时,离散化后得到的线性互补方程包含了边界位势及其法向导数。这需要

考虑Signorini边界的未知位势函数及其法向导数两个变量。本文提出了一种求解Poisson方程的Signori-
ni问题的线性互补方法。利用边界位势及其法向导数之间的线性关系,把线性互补方程转化为关于边界位

势的标准线性互补问题,然后用投影超松弛迭代求解这个线性互补问题[4-5],从而使得数值计算简单而有效。
数值结果表明了本文方法的有效性。

1Signorini问题和边界积分方程

假定Ω 是R2 中的一有界开区域,其边界Γ=ΓC∪ΓD∪ΓN 且ΓC≠∅。考虑二维Signorini微分边值问

题[1]

Δu=f,inΩ (1)

u=0,onΓD (2)

∂u
∂n=q

-,onΓN (3)

u-u-≥0,∂u∂n≥0
,∂u
∂n
(u-u-)=0,onΓC (4)

其中,f,q- 和u- 为已知函数,n是Ω 边界∂Ω 上的单位法向量。
问题(1)的解u可以用边界积分表达式表示为

u(y)=∫Γ

∂u(x)
∂nx

u*(x,y)dsx -∫Γ
u(x)∂u

*(x,y)
∂nx

dsx -∫Ω
f(x)u*(x,y)dsx,y∈Ω (5)
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其中Laplace方程的基本解u*(x,y)=-12πlnx-y 。边界上的位势及其法向导数(通量)之间有如下关系

C(y)u(y)=∫Γ

∂u(x)
∂nx

u*(x,y)dsx -∫Γ
u(x)∂u

*(x,y)
∂nx

dsx -∫Ω
f(x)u*(x,y)dsx,y∈Γ (6)

其中C(y)=θ
(y)
2π
,θ(y)是过点y的Γ 的两条切线间包含的夹角[5-6]。

当采用常边界单元时,用N 条直线段单元Γi(i=1,…,N)来近似表示边界Γ,节点位于每个单元的中

点。位势和通量在整个单元上为在节点yi(i=1,…,N)处相应的常数值。则方程(6)离散化后有如下形式

C(yi)u(yi)+∑
N

j=1∫Γj

∂u*(x,yi)
∂nx

dsæ

è
ç

ö

ø
÷x u(xj)=∑

N

j=1  ∫Γj
u*(x,yi)ds

æ

è
ç

ö

ø
÷x
∂u(xj)
∂nx

-

∫Ω
f(x)u*(x,yi)dsx,i=1,…,N (7)

记ui=u(xi)和qi=
∂u(xi)
∂nx

,于是方程(7)可以表示为矩阵形式

GQ=HU-F (8)

其中U= u1,u2,…,u( )N ,Q=q1,q2,…,q( )N ,Fi=∫Ωb(x)u*(x,yi)dsx,Hij=
∫Γj

∂u*(x,yi)
∂nx

dsx,i≠j

θ(y)
2π
,i=

ì

î

í

ï
ï

ï
ï j

,

Gij =∫Γj
u*(x,yi)dsx 。其中矩阵 H,G∈RN×N,向量U,Q,F∈RN。

令K,L和M 表示属于边界ΓC、ΓD 和ΓN 相应的单元及节点数目,把边界约束条件作用于矩阵方程

(8),必须解决如下矩阵形式的线性互补方程

GQ=HU-F
ui≥u-i,qi≥0i,(ui-u-)qi=0,i=1,…,K
ui=0,i=K+1,…,K+L

qi=q-i,i=K+L+1,…,K+L+

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï M

(9)

其中ui 和qi,i=1,…,N,N=K+L+M 为边界节点处的位势和法向导数,u-i 和q-i 为已知。

2Signorini问题的线性互补形式

现在推导问题(9)的一个线性互补形式[4]。沿不同的边界ΓC、ΓD 和ΓN,定义如下变量

UI=(u1,…,uK)Τ,UII=(uK+1,…,uK+L)Τ,UΙΙΙ=(uK+L+1,…,uK+L+M)Τ;

QΙ=(q1,…,qK)Τ,QII=(qK+1,…,qK+L)Τ,QΙΙΙ=(qK+L+1,…,qK+L+M)Τ

利用在ΓD 和在ΓN 上的边界条件u=u- 和∂u
∂nx
=q-,系统(8)可以写成如下分块形式

GΙΙ GΙΙΙ GΙΙΙΙ
GΙΙΙ GΙΙΙΙ GΙΙΙΙΙ
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Q
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-F (10)

其中,u-2、Q
-

3 为已知向量。
重新安排方程组(10),得到
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这样,方程组变为
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用下面的方法求出边界ΓC 上的函数值U1 后,便可以由(12)式求出其余的边界量Q1、Q2 和U3。最后

可以由离散化公式(5)求出原问题在区域Ω 内的解,但是Signorini问题首要关注的是边界位势。
记
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其中AΙΙ、BΙΙ∈RK×K,AΙΙΙ、BΙΙΙ∈RK×(L+M),AΙΙΙ、BΙΙΙ∈R(L+M)×K,AΙΙΙΙ、BΙΙΙΙ∈R(L+M)×(L+M),X∈RL+M,

W
-

∈RL+M,F1∈RK,F2∈RL+M,则由方程组(12)得
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于是,边界ΓC 上的通量可以表示为

Q1=AΙΙU1+AΙΙΙW
-

-BΙΙF1-BΙΙΙF2 (13)
现在实施边界ΓS 上位势和通量间的互补关系

ui≥u-i,qi≥0,(ui-u-i)qi=0,i=1,2,…,K
其中u-i 为节点上的已知值,qi(i=1,2,…,K)可以由(13)式在边界ΓC 上变量U1 的函数及其他已知条件表

示。这样,问题简化为标准的线性互补问题:寻找可行向量U1 满足不等方程系统

U1≥0
AΙΙU1+N≥0
UΤ
1(AU1+N)

ì

î

í

ï
ï

ïï =0

(14)

其中N=AΙΙΙW
-

-BΙΙF1-BΙΙΙF22-u-,u-=(u-1,u-2,…,u-1K)Τ。

3数值实现

由于线性互补问题(14)等价于下面的二次规划问题

min  UΤ
1(AΙΙU1+N)

s.t.AΙΙU1+N≥0,U1≥0
应用超松弛投影迭代法求解以上二次规划问题。对矩阵AΙΙ做分解AΙΙ=S+D+T,其中D 为对角阵,S为

严格下三角阵,T 为严格上三角阵。对a∈R,定义投影算子[a]+∶=max(a,0),则可用如下逐次投影超松

弛迭代法求解以上问题[4,7]。
第1步 选取一个初始向量U(0)

1 ≥0,参数ω∈(0,2)和误差限τ,置k=0;
第2步 计算Y:=N+SU(k+1)+DU(k)+TU(k)(i=1,2,…,K),U(k+1)

1 =[U(k)
1 -ωD-1Y),0]+(i=1,2,…,K);

第3步 如果‖U
(k+1)
1 -U(k)

1 ‖
‖U(k+1)

1 ‖ ≤τ,则停止迭代;否则,置k:=k+1,返回第2步。
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在数值实验中,对任意选取的参数ω∈(0,2)和满足约束条件的初始向量U(0)
1 ,由如上超松弛投影迭代

法产生的序列 U(k){ }1 收敛到问题的唯一解。

4数值算例

为了验证本文提出方法的有效性,用该方法作了一些数值实验,并将计算结果进行了比较和分析,以此

来说明本文提出的算法是有效的、可行的。
算例1 考虑以下问题[1-2]

Δu=b,inΩ= (x1,x2):0<x1<1,0<x2<{ }1
u=0,onΓD= (x1,x2):x1=0,0≤x2≤{ }1 ∪ (x1,x2):x1=1,0≤x2≤{ }1

u≥0,∂u∂n≥0
且∂u
∂nu=0

,onΓS= (x1,x2):0≤x1≤1,x2{ }=0 ∪ (x1,x2):0≤x1≤1,x2{ }=1

其中b(x)=
-10,x∈ (x1,x2):0≤x1≤1/2,0≤x2≤{ }1
10,x∈ (x1,x2):1/2≤x1≤1,0≤x2≤{ }{ 1

。

这个问题用有限元法[1],开关算法[2]求解过。
当选取边界单元为160时,用本文的方法得到了在Signorini边界上的数值解u(x,0)(图1),以及y=

0.5上的数值解u(x,0.5)(图2)。本文的结果与文献[1-2]中的结果进行比较,结果是吻合的。

 

图1 u(x,0)的数值解                 图2 u(x,1
2

)的数值解

算例2 考虑以下问题[2,8]

Δu=FinΩ

u+x2≥0,∂u∂n≥0
且(u+x2)∂u∂n=0onΓ

其中 Ω= (x1,x2):x21+(x2-1)2<{ }1 ,Γ=∂Ω=
(x1,x2):x21+(x2-1)2{ }=1 。

对不同的F 对应的边界Γ 采用24等分单元进

行数值计算,在图3中描出了不同的F 所对应的数

值结果。这与文献[8]中用基本解方法求得的结果

是一致的。

5结论

本文研究了用边界元、线性互补和投影超松弛

图3 不同F的数值解结果
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迭法求解Poisson方程Signorini问题的算法。该方法把离散化边界积分方程转化为标准的线性互补问题,
其中Signorini边界约束条件仅作用于边界位势。再用投影超松弛迭代法求解线性互补问题,数值实验结果

表明该方法有效。
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TheLinearComplementarityMethodfortheSignorini
ProblemUsingBoundaryElementMethod

ZHANGShou-gui
(CollegeofMathematicsScience,ChongqingNormalUniversity,Chongqing400047,China)

Abstract:Theboundaryelement-linearcomplementaritiesmethodforsolvingthePoissonSignoriniproblemispresentedinthis

paper.BothGreen’sformulaandthefundamentalsolutionoftheLaplaceequationhavebeenusedtosolvetheboundaryinte-
gralequation.ByimposingtheSignoriniconstraintsofthepotentialanditsnormalderivativeontheboundary,thediscrete

integralequationcanbewrittenintoastandardlinearcomplementaritiesproblemintheformofU1≥0,AIIU1+N≥0and

UT
1(AU1+N)=0,whichisaffectedbytheSignoriniboundaryconstraintswiththeboundarypotentialvariableonly.A

projectedsuccessiveover-relaxationiterativemethodisemployedtosolvetheproblem,andnumericalresultsarepresentedto

illustratetheefficiencyofthismethod.

Keywords:Signoriniproblem;poissonequation;boundaryelementmethod;linearcomplementarities;projectedsuccessiveo-
ver-relaxationalgorithm
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