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关于矩阵展形的一些新上界
*

廖 文 诗

(重庆大学 数学与统计学院,重庆401331)

摘要:文献[1]提出了矩阵的展形,证明了矩阵展形的一个上界估计式,并且给出了这个不等式取等号的条件,即A
是正规矩阵且A 的特征值满足条件φ 时等号成立。本文探讨矩阵展形的新的上界,证明了一个矩阵展形的上界估

计式: ( )sA ≤ 2 ‖A‖2F - trA 2
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;然后,利用矩阵展形的估计式得到了一个奇异

矩阵的谱半径的上界;最后,还给出了两个关于实展形、虚展形的上界的估计式:
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1预备知识

矩阵展形的研究,本质上是对 ( )sA =max
i,j

λi-λj 的估计问题。L.Mirsky在1956年首先对矩阵展形

进行了研究[1],相继取得了许多有益的成果[2]。随后,E.Deutsch和P.R.Beesack通过矩阵奇异值和绝

对行和给出了矩阵展形的一些上界[3-4],推进了矩阵展形的研究。我国学者屠伯埙也在L.Mirsky的研究基

础上,通过矩阵秩的下界的估计得到了矩阵展形的一些有益的结果[5]。本文仍然关注这一主题,将改进L.
Mirsky,E.Deutsch和P.R.Beesack的结果,给出矩阵展形s(A)及sR ( )A ,sI(A),ρ(A)的新上界。

文中,Mn ( )C 表示n×n复矩阵的集合,A*表示矩阵A 的共轭转置,tr( )A 表示矩阵A 的迹;一个n×n
复矩阵A 的谱记为spe:= λ1,λ2,…,λ{ }n ,Reλi 表示λi 的实部,Imλi 表示λi 的虚部(i=1,2,…,n);

‖·‖F 为矩阵的Frobenius范数,也即 ‖A‖2F =∑
i,j

aij
2=trAA( )* 。[A,A*]=AA* -A*A,B=

A+A*

2
,C=A-A*

2i i= -( )1 。

根据L.Mirsky[1]的定义,( )sA =max
i,j

λi-λj (i,j=1,2,…,n)称为矩阵A 的展形。本文根据矩阵A

的特征值的实部和虚部,定义如下两种展形

sR ( )A =max
i,j

Reλi-Reλ( )j ,sI ( )A =max
i,j
Imλi-Imλ( )j (i=1,2,…,n)

对于复矩阵的特征值,I.Schur在文献[6]中得到了著名不等式∑
n

i=1
λi

2≤∑
n

i,j=1
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2=‖A‖2F ,其中

当且仅当A 为正规矩阵(AA*=A*A)时等号成立。

对于非正规矩阵,P.J.Eberlein在文献[7]中得到了关于∑
n

i=1
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2 上界的更精确的不等式∑
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n
。文献[10]也对矩阵的特征值的界进行了一系列深入

的研究。I.Schur,P.J.Eberlein,R.Kress,etal和黄廷祝等人的研究结果将成为本文强化L.Mirsky展形的

上界的基础。
值得一提的是,对于任意n个复数z1,z2,…,zn,若其中有n-2个复数相等且等于其余两个数的算术平

均值时,称这n个复数满足条件φ
[1]。

2 ( )sA 与ρ( )A 的新上界

本节首先给出两个引理,再给出关于s(A)与ρ(A)的新上界。

引理1[1] 设z1,z2,…,zn∈C,s=max
i,j

zi-zj ,则 1
2ns
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满足条件φ 时等号成立。

引理2[1] 设A∈Mn ( )C ,则 ( )sA ≤ 2‖A‖2F-
2
n trA }{ 2

1
2,当且仅当A 是正规矩阵且A 的特征

值满足条件φ 时等号成立。
定理1 设A∈Mn ( )C ,则

( )sA ≤ 2 ‖A‖2F-
trA 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
2

-12‖
[A,A*]‖2 }{ F

1
2

(1)

证明 由引理1可知,1
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注意到,( )2 式等价于 ( )1 式,从而定理1得证。 证毕

易知,定理1的结论比L.Mirsky的结论 (引理2)更精确。
定理2 对于任意n×n复矩阵A,若A 的特征值全为实数,则必有

( )sA ≤ 2trA2-2n trA }{ 2
1
2

当且仅当A 是正规矩阵且A 的特征值满足条件φ 时等号成立。

证明 由A 的特征值全为实数,所以∑
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证毕
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由定理2的证明过程可知,∑
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(λi)2=trA2≤ ‖A‖2F ,所以定理2的结论也优于引理2。

定理3 设A∈Mn ( )C 为奇异矩阵,则有
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其中ρ( )A 为A 的谱半径。
证明 由于A 为奇异的复方阵,故A 必存在零特征根,利用 ( )sA 的定义,有 ( )sA =max
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3sR(A)与sI(A)的上界

这一节,讨论sR(A)与sI(A)的上界问题。有下面的定理。
定理4 设A∈Mn ( )C ,则
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当且仅当A 是正规矩阵且A 的特征值满足条件φ 时等号成立。
证明 设矩阵A 的谱为spe:=λ1,λ2,…,λ{ }n ,由I.Schur不等式[2]知
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由(3)和(4)式知,定理成立。 证毕

注: B(或C)的特征值为Reλ1,Reλ2,…,Reλn(Imλ1,…,Imλn),当且仅当A 是正规复矩阵。
引理3[9] 设A∈Mn ( )C ,spe:=λ1,λ2,…,λ{ }n 为它的谱,则下面不等式成立
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定理5 设A∈Mn ( )C ,则下面的不等式成立
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证明 由引理3可知

∑
n

i=1
Reλ( )i

2 ≤ 12 ‖A‖2F - trA 2
æ

è
ç

ö

ø
÷

n
2

-12 ‖
[A,A*]‖2F + trA 2

n +RetrA
æ

è
ç

ö

ø
÷2

由引理2得到

1
2n sR ( )[ ]A 2 ≤ ∑

1≤i<j≤n
Reλi-Reλ( )j

2
=n∑

n

i=1
Reλ( )i

2- tr( )B 2 ≤

n
2 ‖A‖2F - trA 2

æ

è
ç

ö

ø
÷

n
2

-12 ‖
[A,A*]‖2F + trA 2

n +RetrA
æ

è
ç

ö

ø
÷2 - tr( )B 2 (7)

(7)式与(5)式等价。(6)式的证明与(5)式的证明方法类似,这里省略其证明过程。 证毕
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OnSomeNewUpperBoundsfortheSpreadofaMatrix

LIAOWen-shi
(CollegeofMathematicsandStatisticsofChongqingUniversity,Chongqing401331,China)

Abstract:L.Mirskyproposedthespreadofamatrix,provedanupperboundforthespreadofamatrixandwithequalityifand
onlyifAisnormalanditseigenvaluessatisfyconditionφ.First,inthispaper,wediscussednewupperboundsforthespreadof
amatrix.Weformulatedanupperboundforthespreadofamatrix
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.Second,weobtainedanupperboundforspectralradius

ofsingularmatricesbyanewupperboundforthespreadofmatrix.Furthermore,twoupperboundsforrealspreadandimagi-
naryspreadwasgiven
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