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预处理后含参数形式的SOR迭代法收敛性*

雷 刚

(宝鸡文理学院 数学系,陕西 宝鸡721013)

摘要:在运用SOR迭代法求解线性方程组Ax=b时,针对常见的预条件矩阵P=(I+S),本文给出预处理后迭代法

的一类含参数分裂形式As=1γ
{[αI-γ(L-S+L1)]-[(α-γ)I+γD1+γU]},使得分裂形式更加一般化,当α=1时

就成为常见的预条件SOR迭代法。结合矩阵分析和矩阵比较定理,讨论这种含参数分裂形式下的SOR迭代法不仅

能加速SOR迭代法,而且收敛速度超过常见预条件SOR迭代法,通过参数α 的不同取值找到迭代法谱半径的变化

趋势,得到当参数γ=α时该方法的谱半径最小,即收敛速度最快。最后给出数值例子加以验证。
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  近年来,随着计算机的快速应用和发展,用迭代

法求解线性方程组Ax=b(A=(aij)n×n∈Rn×n,x,b∈
Rn)越来越普遍,但是迭代法是否收敛以及收敛速

度的快慢直接影响着线性方程组的求解,因此许多

学者[1-4]提出采用各种预处理方法改变或加速迭代

法的收敛性。本文针对常见的预处理因子P=(I+
S),给出含参数形式的分裂,使得加速效果更好,分
裂更加一般化。其中,I为单位矩阵,S为如下形式

的方阵,S=
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,an1是系数矩阵

A=(aij)n×n对应位置上的元素,在预处理因子P=
(I+S)作用后,线性方程组变为PAx=Pb,它的系

数矩阵记为AS,则
AS=PA=(I+S)(I-L-U)=
(I-D1)-(L-S+L1)-U (1)

通常设矩阵A=I-L-U,I为单位矩阵,L 和

U 分别是严格下三角矩阵和严格上三角矩阵。那么

求解Ax=b的SOR迭代法的迭代矩阵为

T=(I-γL)-1[(1-γ)I+γU] (2)
在预处理后,可知SL=0;令SU=D1+L1,(I-D1),
-(L-S+L1)和-U 分别是矩阵AS 的对角线部

分、严格下三角部分和严格上三角部分。则预处理

后的SOR 迭代法的迭代矩阵为

 TS=[(I-D1)-γ(L-S+L1)]-1[(1-γ)(I-D1)+γU] (3)

记为TS=M-1N。为加快迭代法的收敛性,引入参

数α,将预处理后的矩阵AS 做分解

AS=1γ
[αI-γ(L-S+L1)]{ -[(α-γ)I+γD1+γU }](4)

则上述的SOR迭代法的迭代矩阵为

 T

⌒

=[αI-γ(L-S+L1)]-1[(α-γ)I+γD1+γU] (5)

记为T

⌒

S=M

⌒

-1N

⌒

。

1定义和引理

定义1[5] 称A 为 M-矩阵,如果矩阵A 能表

示为A=sI-B,I为n阶的单位矩阵,B≥0,且s≥

ρ(B),特别当s>ρ(B)时,称A 为非奇异的M-矩阵;
当s=ρ(B)时,称A为奇异M-矩阵。其中ρ(B)为B
的谱半径。

定义2[6] 称A 是不可约的,如果设方阵A=
(aij)的阶n≥2,对集合W={1,2,…,n}的任意两个

非空不相交的子集S和T,S+T=W,都有i和j满

足i∈S,j∈T,使aij≠0,否则称为可约的。
引理1[5] (Perron-Frobenius定理)如果A 为

n 阶非负方阵,那么就有:1)A 有非负特征值等于其

谱半径ρ(A);2)A 有与ρ(A)相对应的非负特征向

量;3)A的任一元素增加时,ρ(A)不减。
引理2[7] 设A为非负矩阵,则:1)若αx≤Ax

对某一个非负向量x且x≠0成立,那么就有α≤
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ρ(A);2)若Ax≤βx 对某一个正向量x 成立,那 么

就有ρ(A)≤β,进 一 步,如 果 A 不 可 约 且 有0≠
αx≤Ax≤βx,αx≠Ax,Ax≠βx 对某一个非负 向

量x成立,则α<ρ(A)<β。
引理3[3] 设A为L-矩阵,满足

0<ai,i+1ai+1,i,i=1,2,…,n-1
且0<ai1a1i<1,i=2,3,…,n,那么当0<ω<1时,
由(3)式给出的SOR迭代矩阵T是非负不可约的。

引理4[8] 设A-1≥0,并且A=M
~

-N
~

=M-N是

弱正规分裂。如果M-1≤M
~
-1,且N≥0则ρ(M

~
-1N
~
)≤

ρ(M-1N)。

2结果与证明

定理1 方程组的系数矩阵A 是对角元素为1
的L-矩阵,满足0<an1a1n<1,0<γ≤α≤1,设T 和

T

⌒

分别由(2)、(5)式给出的SOR迭代法的迭代矩

阵,那么当ρ(T)≤1时,就有ρ(T

⌒

)≤ρ(T)。
证明 由引理3知,T 是一个不可约的非负矩

阵,再 由 引 理 1 知,存 在 一 个 正 向 量 x =
(x1,x2,…,xn)T,满足Tx=λx,其中λ=ρ(T)。即有

[(1-γ)I+γU]x=(I-γL)λx。
另外利用SL=0,可得γSUx=[(λ-1)SI+

γSI]λx,由A是对角元素为1的L-矩阵,0<γ≤α≤
1且0<an1a1n<1,结合矩阵L-S+L1 是非负的下

三角矩阵可知 M

⌒

-1,N

⌒

都是非负矩阵,所以可得

N

⌒

-λM( )

⌒

x={[(α-γ)I+γD1+γU]-
λ[αI-γ(L-S+L1)]}x=

λ( )-1 [(1-α)I+(1-γ)S+γL1]x

那么 T

⌒

x-λxT
 

⌒

=M

⌒

-1N

⌒

x-λx=M

⌒

-1(N

⌒

-λM

⌒

)x=
[αI-γ(L-S+L1)]-1λ( )-1 ·
(1-α)I+(1-γ)S+γL[ ]1 x

记y=[αI-γ(L-S+L1)]-1 (1-α)I+(1-γ)S+γL[ ]1 x,

可知y≥0,结合文献[8],当λ<1,则T

⌒

x-λx≤0,但T

⌒

x

-λx≠0,因此T

⌒

x≤λx,由引理2可得ρ(T

⌒

)≤λ=ρ(T)。
定理2 设A 为非奇异不可约 M-矩阵,满足

0<an1a1n<1,且0<γ≤α≤min1-an1a1{ }n 时,TS

和T

⌒

分别由(3)、(5)式给出的SOR迭代法的迭代矩

阵,那么ρ(T

⌒

)≤ρ(TS)<1。
证明 由(5)式知

AS=1γ
[αI-γ(L-S+L1)]-[(α-γ)I+γD1+γU{ }] =

1
γM

⌒

-1γN

⌒

又由于0<γ≤α≤min1-an1a1{ }n ,L-S+L1 是非

负的下三角矩阵,结合定理1的证明有 1
γMæ
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⌒

-1

≥

0,1γN

⌒

≥0,从而AS=1γM

⌒

-1γN

⌒

为AS 的一个正规

分裂;
另一方面,由(1)式对AS 做如下分裂,AS=(I-

D1)-(L-S+L1)-U=1γ
[(I-D1)-γ(L-S+L1)]-

1
γ
[(1-γ)(I-D1)+γU]=1γM-1γN。令AS=(aij),

则aij =
aij,i=1,2,…,n-1
anj-an1a1j,i={ n

。结 合 条 件 0<

an1a1n<1,0<γ≤α≤min1-an1a1{ }n 知1
γM≥0,

1
γN≥0,从而AS=1γM-1γN 为AS 的另一个正

规分裂。

另外,有M

⌒

≠M,事实上,若M

⌒

=M,即1-an1a1n=1,
这与0<an1a1n<1矛 盾。结 合 条 件0<γ≤α≤

min1-an1a1{ }n 有M

⌒

≤M,从而M

⌒

-1≥M-1。

综上,由引理4结合文献[8]可知ρ(T
⌒

)≤ρ(TS)<1。
定理3 设A 为非奇异不可约 M-矩阵,满足

0<an1a1n<1,0<γ≤αj≤min1-an1a1{ }n ,T 和T

⌒

分

别由(2)、(5)式给出的SOR迭代法的迭代矩阵,对

不同的α1,α2,记(5)式对应的迭代矩阵为T

⌒

α1
,T

⌒

α2
,

那么当α1<α2,ρ(T)<1时,有ρ(T

⌒

α1
)≤ρ(T

⌒

α2
)。

证明 由于α1<α2,则非负矩阵[α1I-γ(L-S+
L1)]≤[α2I-γ(L-S+L1)],从而相应的逆矩阵就有

[α1I-γ(L-S+L1)]-1≥[α2I-γ(L-S+L1)]-1,又

由定理2知,T

⌒

α1
是非负矩阵,结合引理1可知其谱半

径是它的一个特征值,且有与之相对应的非负特征向

量x=(x1,x2,…,xn)T,使得T

⌒

α1x=ρ(T

⌒

α1
)x。所以

ρ(T

⌒

α1
)x-T

⌒

α2x=T

⌒

α1x-T

⌒

α2x=M

⌒

-1
α1
(N

⌒

α1-λM

⌒

α1
)x-

M

⌒

-1
α2
(N

⌒

α2-λM

⌒

α2
)x≤

M

⌒

-1
α1
[(N

⌒

α1-λM

⌒

α1
)-(N

⌒

α2-λM

⌒

α2
)]x=

M

⌒

α1
-1(1-λ)(α1-α2)Ix

所以,当ρ(T)=λ<1,α1<α2 时,上述不等式右端小

于零,从而ρ(T

⌒

α1
)≤ρ(T

⌒

α2
)。 证毕

推论 设A 为非奇异不可约M-矩阵,满足0<
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an1a1n<1,0<γ≤α≤min1-an1a1{ }n ,T和T

⌒

分别由

(2)、(5)式给出的SOR迭代法的迭代矩阵,那么当

γ=α时,由(5)式给出的SOR迭代法的谱半径达到

最小。

3数值例子

例 如果矩阵A的表达式为

A=

1 0 -0.1 -0.4 -0.2
-0.2 1 -0.3 0 -0.1
0 -0.6 1 -0.4 -0.3
-0.1 0 -0.2 1 0
-0.2 -0.3 0 -0.

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
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1 1
对不同的参数γ,α,所得到的含参数分裂下的SOR
迭代法的谱半径比较如表1。

表1 不同参数的迭代法谱半径

γ ρ(T) ρ(TS) α ρ(T

⌒

)
0.5 0.8177 0.7923 0.8 0.7321
0.5 0.8177 0.7923 0.7 0.6982
0.5 0.8177 0.7923 0.5 0.4963
0.4 0.8608 0.8426 0.8 0.7855
0.8 0.6555 0.6521 0.8 0.4963
0.1 0.9693 0.9623 0.1 0.4963

从表1可知,固定γ,本文给出的新分裂形式的迭

代法随着β的减小其谱半径也在减小,并且当γ=β时

谱半径最小;γ越大,SOR迭代法的谱半径就越小,但总

能得到当γ=β时这种新的迭代法的谱半径达到最小。

4结论

理论分析和数值例子分析显示在引入参数以后,

系数矩阵的分裂形式更加一般,迭代法的收敛速度

能够加快,迭代法的谱半径随着参数β的变化可以

减小,比较适合于并行计算机的算法处理,而且加速

收敛的效果优于一般的预条件方法,为求解大型线

性方程组的算法设计提供新的理论依据。
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TheConvergenceoftheSORIterativeMethodwithParametersinPreconditioned

LEI Gang
(Dept.ofMathematics,BaojiUniversityofArtsandSciences,BaojiShaanxi721013,China)

Abstract:InusingtheSORiterativemethodforsolvinglinearsystemAx=b,thispapergivestheSORiterativemethodafter

preconditionedP=(I+S)withparameterssplittingform,As=1γ
{[αI-γ(L-S+L1)]-[(α-γ)I+γD1+γU]}.Thiscan

makesplittingformmoregeneralized,andobtainthecommonpreconditionedSORiterativemethodwhenα=1.Byusingma-
trixiterativeanalysisandcomparisontheoremstodiscussconvergencerateofthisSORiterativemethodafterpreconditioned
withparameterssplittingformisnotonlytoacceleratetheSORiterativemethod,butalsotoexcelthegeneralSORiterative
methodafterpreconditioned.Thenfindthespectralradiuschangetrendbychangingparametersα,andobtaintheparameteroptimalse-
lectioninγ=α,atthistimetheconvergencerateisfastest.Finallythenumericalexampleisgiventoverifytheconclusions.
Keywords:precondition;convergence;theSORiterationmethod;spectralradius
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