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带有公共交货期窗口和加工时间可控的单机排序问题
!

郭! 玲，赵传立

（沈阳师范大学 数学与系统科学学院，沈阳 $$##HG）

摘要：讨论了带有公共交货期窗口和工件的加工时间可控的单机排序问题。假设工件的加工时间是所分配资源的

线性非增函数，且分配资源会产生费用。交货期窗口的开始时间是固定且不受限制的，交货期窗口的结束时间是不

确定的决策变量（即交货期窗口的大小不确定）。如果工件在窗口中完工则不产生费用，否则工件提前或延误，则会

产生相应的提前或延误的费用。目标函数是极小化总完工时间，提前时间，延误时间，交货期窗口的结束时间（ 即窗

口的开始时间与窗口大小的和）和资源分配的总费用。给出了最优解的一些性质，并且证明了这个问题是多项式时

间可解的。
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! ! 近年来，关于加工时间可控与交货期窗口的单机

排序问题受到越来越多的关注。加工时间可控是指

工件的实际加工时间依赖于所分配的资源。?6>KE
:&.［$］最早提出加工时间是资源消耗的线性函数的单

机排序问题，目标函数是极小化总加权流时间与加工

时间压缩的总费用。239.4 等［"］与 =3/L;/< 和 =;96E
.9-［H］将工期和加工时间可控两种模型结合起来，

239.4 等［"］讨论了在两种工期分派下，工件的加工

时间是线性非增函数的单机排序问题，目标函数是

极小化总提前、总延误和加工时间压缩的总费用。

=3/L;/< 和 =;96.9-［H］讨论了在不同工期下工件的加

工时间由两种资源分配控制的单机排序问题，目标

函数是在 239.4 等［"］的基础上增加了工期和最大完

工时间的费用。236& 等［G］研究工件的加工时间和

释放时间均为可控的单机排序问题，证明了减少单

位释放时间产生的费用相同时，问题是多项式时间

可解的，而减少单位释放时间产生的费用不同时，问

题是 %ME难的。=3/L;/< 和 =;96.9-［D］对加工时间可

控的单机排序和多机排序的问题做了综述。

交货期窗口问题是指，若某个工件在交货期窗

口中完工，则不产生惩罚费用，但是工件若在窗口之

前或之后完工则会产生提前或延误的费用。在许多

交货期窗口问题中，窗口的开始时间和结束时间都

是决策变量。N67/. 等［*］提出带有公共交货期窗口

的单机排序问题，窗口的开始时间和窗口的大小都

是待确定的。目标函数是极小化总提前、总延误、窗

口的 开 始 时 间、与 窗 口 的 大 小 的 总 费 用。+/.6/K
等［I］根据交货期窗口分派的不同模型，提出了 G 个

排序问 题，并 相 应 的 给 出 最 优 解。N67/. 等［O］和

P/.［)］则是考虑将加工时间可控与交货期窗口结合

在一起的模型，前者研究的是加工时间可线性压缩，

窗口的开始时间以及窗口的大小都是待确定的单机

排序问题，目标函数是极小化总提前、总延误、总完

工时间、窗口大小、总压缩的总费用。后者研究的是

加工时间可线性压缩，窗口可任意移动，窗口大小是

固定的单机排序问题，目标函数是极小化加工时间

压缩、提前时间和延误时间的总费用。Q&:396&’ 和

=/-64［$#］研究多准则下的交货期窗口分派问题，其中

窗口的开始时间是固定且不受限制的，窗口的结束

时间是不确定的，目标函数是极小化总完工时间、总

提前和延误、与窗口的结束时间的总费用。此外，

Q&:396&’ 和 =/-64［$$］，R9,.4 等［$"］也对涉及交货期窗

口的排序问题进行了深入的探讨。

本文考虑文献［$#］的排序模型，将加工时间可
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控与交货期窗口问题结合构成一个新的模型，给出

了一些最优解的性质，并将问题最终转化成指派问

题，证明了该问题是多项式时间可解的。

! 问题描述及相关引理

本文讨论的问题可描述如下：设有 ! 个工件

"!，""，⋯，"{ }! 在一台机器上加工。全部工件零时

刻到达，加工不可中断，且机器在同一时间只能加工

一个工件。工件 "# 的实际加工时间 $#（ # # !，⋯，!）

是一个依 赖 资 源 量 的 线 性 非 增 函 数，即 $# # $# $

%#&#，%"&#"&# &
$#

%#
，其中 $# 表示工件 "# 的正常加工

时间，&# 表示分配给工件 "# 的资源，&# 表示分配给

工件 "# 的资源的上界，即 %"&#"&#，%# 表示工件 "#

的正压缩率。’# #( )% 表示单位资源的费用。( 表

示排序的开始时间。)!，)" 分别表示窗口的开始时

间和结束时间，其中 )! 是一个固定常量，且 )! ’ *，

其中 * # $
!

+ , !
$+，)" 是一个决策变量，且 )"#)!。

对于任意一个给定的排序 ! #（ "（!），"（"），⋯，

"（!）），则 $ ( )# ，$ ( )# ，& ( )# ，’ ( )# ，% ( )# 分别表示排在第 #
个位置上的工件的正常加工时间，实际加工时间，分

配的资源，单位资源的费用，正压缩率。

目标函数是极小化总费用

- , "$
!

# , !
.# / #$

!

# , !
0# / $$

!

# , !
(# / %!)" /$

!

# , !
’#&#

其中 .# 表示排在第 # 个位置上的工件的完工时间，

0# # ()* %，)! $ .{ }# 表示排在第 # 个位置上的工件的

提前时间，(# # ()* %，.# $ ){ }" 表示排在第 # 个位置

上的工件的延误时间。"#%，##%，$#% 和 %#% 分

别表示总完工时间，提前时间，延误时间和窗口结束

时间的单位费用。

引理 !+ 存在最优排序必满足下列 " 种情况之

一：

!）对 于 窗 口 的 开 始 时 间 )!，存 在 某 个 工 件

" ( )1 ，使得 .1 # )!。对于窗口的结束时间 )"，存在某

个工件 " ( )2 ，使得 .2 # )" 2#( )1 ；

"）排序从 % 时刻开始，即 ( # %。

证明+ 假设存在某个排序，在 ( ’ % 时刻开始，

且在第 1 个位置和第 2 个位置上有工件，使得 .1 &
)! & .1 , !，.2 & )" & .2 , !，令 &! # )! $ .1，&" #
.2 , ! $ )"，且有 % & &! & $ 1( ), ! ，% & &" & $ 2( ), ! 。若将

)" 向右移 &" 个单位时间，则工件的延误时间 (#

# # 2 , !，⋯，( )! 变小，窗口结束时间 )" 变大，总费用

的变化量为

&’ # $ $ ! $( )2 &" , %!&" # &" $ $ ! $( )2 , %( )!
若将 )" 向左移 $ 2( ), ! $ &( )" 个单位时间，则工件的

延误时间 (# # # 2 , !，⋯，( )! 变大，窗口结束时间 )"

变小，总费用的变化量为

&’ # $ ! $( )2 $ 2( ), ! $ &( )" $ %! $ 2( ), ! $ &( )" #
$ 2( ), ! $ &( )" $ ! $( )2 $ %( )!

显然，若 %! $ $ ! $( )2 & %，则右移 )" 会减少总

费用，若 %! $ $ ! $( )2 ’ %，则左移 )" 会减少总费用

（易知，若 %! $ $ ! $( )2 # %，左移或右移 )" 都不会增

加总费用）。因此 )" 和某个工件的完工时间一致。

假设排在第 2 个位置上的工件在 )" 处完工，即

.2 # )"，则总费用表示为

- (，&( )
! , "$

!

# , !
.# / #$

!

# , !
0# / $$

!

# , !
(# /

%!)" /$
!

# , !
’#&# , "$

!

# , !
( / ! 3 # /( )! $ ( )

( )
# /

# &! , &! , $( )( )1 ,⋯ , &! , $( )1 ,⋯ , $( )( )[ ]" ,

$$
!

# , 2/!
! 3 # /( )! $ ( )# / % (! ( /$

2

+ , !
$ ( ) )# /

$
!

# , !
’#&# , " /( )% !( / #1&! / .

其中

. , "$
!

# , !
! 3 # /( )! $ ( )# / #$

1

# , !
# 3( )! $ ( )# /

$$
!

# , 2/!
! 3 # /( )! $ ( )# / %!$

2

+ , !
$ ( )# /$

!

# , !
’#&#

显然 . 与 (，&! 是相对独立的，将 - (，&( )! 看

成是关于 (，&! 的一个线性函数，为极小化 -，所以

( # %，&! # % 时，得到一个最优排序必满足 " 种情况

之一。 证毕

下面对引理 ! 的 " 种情况分开讨论。

对于引理 ! 中的情况 !），设 .1 # )!，.1 , 4 # )"，

设 1!和 4!分别是 1 和 4 的最优值。

引理 " + 在引理 ! 的情况 !）下，设 .1! , )!，

.1!/4! , )"，则 1! , !
"! / $ ! 3 4( )!

# / $ "。

证明+ 若将整个排序向左移 & ( )’ % 个单位时

间，则 )! # .1! , &，)" # .1! , 4! , &，由于原排序为

最优排序，所以总费用变化量为

&- # $ "!& , #1!& $ $ ! $ 1! $4( )! &#%
$ "! , #1! $ $ ! $ 1! $4( )! #%
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所以 !!#!" ! " " "#( )!

# ! "
。

若将整个排序向右移 $( )# $ 个单位时间，则 $%

& %!! " $，$’ & %!! ! #! " $，由于原排序为最优排

序，所以总费用变化量为

$& & !"$ " # !!( )" % $ ! " " " !! "#!( )! % $#$
!" " # !!( )" % ! " " " !! "#!( )! % #$

所以，!!"!" ! " " "#( )!

# ! "
! %。

综上可知，!! ’ !
!" ( " " ) #( )!

# ( " "。 证毕

对于引理 % 的情况 %）中工件的位置权的计算，

给出引理 (。

引理 () 在引理 % 的情况 %）下，总费用表示为

& ’ ! (( )% "$% ($
"

* ’ %

+*,*
-*

($
"

* ’ %

%.*, ( )* ，其中

%.* &

*( )"% # "( )! "
+( )*

-( )*
，* &%，’，⋯，!!

! " " *( )!% ! %" "
+( )*

-( )*
，* & !! !%，⋯，!! !#!

! !( )" " " *( )!% "
+( )*

-( )*
，* & !! !#! !%，⋯，













 "

证明) 对于给定的 !!，总费用表示为

& & !$
"

* ’ %
%* ! #$

"

* ’ %
/* ! "$

"

* ’ %
0* !

%"$’ ! $
"

* ’ %
+*1* & !$

"

* ’ %
0 ! " " *( )! % , ( )( )* !

#$
!!

* ’ %
*( )" % , ( )* ! " $

"

* ’ !!(#!(%
" " *( )! % , ( )* !

%"$’ !$
"

* ’%

+* ,* ",( )*
-*

&!"0 !!$
"

* ’%
" " *( )!% ,( )* !

#$
!!

* ’ %
*( )" % , ( )* ! " $

"

* ’ !!(#!(%
" " *( )! % , ( )* !

%"$’ ! $
"

* ’ %

+*,*
-*

" $
"

* ’ %

+*,*
-*

其中 !"0 ’ !" $% )$
!!

* ’ %
, ( )( )*

%"$’ ’ %" $% ( $
!!(#!

* ’ !!(%
, ( )( )*

所以 & & ! !( )% "$% !

$
!!

* ’ %
! " ) * (( )% ( # * )( )% ) !" )

+ ( )*

- ( )

[ ]
*

, ( )* (

$
!!(#!

* ’ !!(%
! " ) * (( )% ( %" )

+ ( )*

- ( )

[ ]
*

, ( )* (

$
"

* ’ !!(#!(%
! (( )" " ) * (( )% )

+ ( )*

- ( )

[ ]
*

, ( )* (

$
"

* ’ %

+*,*
-*

’ ! (( )% "$% ($
"

* ’ %

+*,*
-*

(

$
!!

* ’ %
*( )" % # "( )! "

+ ( )*

- ( )
[ ]

*
, ( )* !

$
!!(#!

* ’ !!(%
! " " *( )! % ! %" "

+ ( )*

- ( )
[ ]

*
, ( )* !

$
"

* ’ !!(#!(%
! !( )" " " *( )! % "

+ ( )*

- ( )
[ ]

*
, ( )*

所以 & & ! !( )% "$% ! $
"

* ’ %

+*,*
-*

! $
"

* ’ %

%.*, ( )* ，其中

%.* &

*( )"% # "( )! "
+( )*

-( )*
，* &%，’，⋯，!!

! " " *( )!% ! %" "
+( )*

-( )*
，* & !! !%，⋯，!! !#!

! !( )" " " *( )!% "
+( )*

-( )*
，* & !! !#! !%，⋯，













 "

下面讨论 ! 与 # 的关系。

首先考虑若 ! * #，提前完工的工件的位置权是

*( )" % # "( )! "
+ ( )*

- ( )*
%"*"!( )! ，在窗口中完工的

工件的位置权是

! " " *( )! % ! %" "
+ ( )*

- ( )*
!! ! %"*"!! !#( )!

延误的工件的位置权是

! !( )" " " *( )! % "
+ ( )*

- ( )*
!! !#! ! %"*"( )"

其中 !!是最大的 * 值，使得

*( )" % # "( )! "
+ ( )*

- ( )*
"

+,- ! " " *( )!% !%" "
+( )*

-( )*
，! !( )" " " *( )!% "

+( )*

-( )
{ }

*

!! !#!是最大的 * 值，使得

! " " *( )! % ! %" "
+ ( )*

- ( )*
"

+,- *( )"% # "( )! "
+( )*

-( )*
，! !( )" " " *( )!% "

+( )*

-( )
{ }

*

若没有 * 值满足不等式，则 #! & $，即交货期窗口变

成工期。

若 ! # #，则 !!前的所有工件的位置权都是负

的，且) ) ) ) *( )" % # "( )! "
+ ( )*

- ( )*
"
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!"# ! ! $ "( )%& %"! $
#( )"

$( )"
，! %( )# ! $ "( )%& $

#( )"

$( )
{ }

"

对所有 " ’ &，(，⋯，! 都成立。所以为极小化总费

用，将所有工件尽量往前排，则 % ’ )，&! ’ ) 时，就

能得到最优排序。实际上，根据 ’!的值，有 ’! (

!
!! ) # ! * &( )!

$ ) # " ( ! ! )( )# !
$ ) # " + ! ，由于 ’! * !，

则所有工件都在 ,& 前排完。

若 ! ’ $，则 ’! 前 的 所 有 工 件 的 位 置 权 是

$
# ( )"

$ ( )"
，且+ + + + + $

# ( )"

$ ( )"
"

!"# ! ! $ "( )%& %"! $
#( )"

$( )"
，! %( )# ! $ "( )%& $

#( )"

$( )
{ }

"

对所有 " ’ &，(，⋯，! 都成立。所以为极小化总费

用，将所有工件尽量往前排，则 &! ’ )，且最优排序

仅包含提前完工的工件，此时工件的位置权只与该

工件的单位资源费用和正压缩率有关，所以任意排

序都是最优排序。事实上

’! ( !
!! ) # ! * &( )!

$ ) # " ( !! * #&!

$ ) #"#
! * &! ( !

所以 ’!#!，若 ’! * !，则最优排序在 % ’ ) 时刻开

始，若 ’! ’ !，则第 ! 个位置上的工件在 ,& 处完工，

且排序的开始时间是 ,& * - )$
!

" ( &
$"."。 证毕

对于引理 & 中情况 (）的工件的位置权的计算，

给出引理 ,。

引理 , + 在引理 & 的情况 (）下，总费用表示为

/ ( $ )( )" !,& )$
!

" ( &

#"0"
$"

)$
!

" ( &

12"0 ( )"

其中 12" ’ ! $( )$ ! $ "( )% & $
# ( )"

$ ( )"
。

证明+ 由于在引理 & 的 情 况 (）下 % ’ )，而

,& * -，因此所有工件在 ,& 前加工完，窗口中没有工

件，即 ,& ’ ,(，且排序中仅有提前完工的工件，此时

总费用表示为

/ ( !$
!

" ( &
3" ) $$

!

" ( &
4" ) #$

!

" ( &
%" ) "!,( )

$
!

" ( &
#"." ( !$

!

" ( &
! * " )( )& 0 ( )" ) $$

!

" ( &
,& * 3( )

" )

"!,& )$
!

" ( &

#" 0" * 0( )
"

$"
( !$

!

" ( &
! * " )( )& 0 ( )" )

[$ !% )$
!

" ( &
" *( )& 0 ( ) ]" ) "!,& )$

!

" ( &

#" 0" * 0( )
"

$"

其中 % ( ,& * 3! ( ,& *$
!

" ( &
0 ( )" 。因此

/ ( !$
!

" ( &
! * " )( )& 0 ( )" )

[$ !,& )$
!

" (&
* ! ) " *( )& 0( ) ]" ) "!,& )$

!

" (&

#"0"
$"

*

$
!

" ( &

#"0"
$"

( $ )( )" !,& )$
!

" ( &

#"0"
$"

)$
!

" ( &

12"0 ( )"

其中 12" ’ ! $( )$ ! $ "( )% & $
# ( )"

$ ( )"
。 证毕

( 最优资源分配

本节主要讨论最优资源分配的原则，并给出定

理 & 及其证明。

0!( )" &0!( )" ，10!( )( )" 表示排在第 " 个位置上的工件的

最优加工时间，.!( )" %.!( )" ，1.!( )( )" 表示排在第 " 个位置

上的工件的最优资源分配，2" 表示排第 " 个位置上

的工件的位置权。

定理 &+ 任意一个给定的排序，最优资源分配

由如下决定：若位置权是负的，最优资源分配为 )；

若位置权是正的，最优资源分配等于它的上界；若位

置权是 )，则最优资源分配介于 ) 和它的上界之间。

证明+ 由上一节的讨论，将问题分为 ! ’ $，! -
$ 和 ! * $ 这 . 种情况讨论最优资源分配。

当 ! ’ $ 时，根据上面的讨论工件 5 ( )" 的位置权

是 2" ’ $
# ( )"

$ ( )"
- ) &"""( )! 。也就是说，所有工件的

位置权都是负的，为极小化总费用，则此时最优加工

时间为 0!( )" ’ 0 ( )" ，最优资源分配 .!( )" ’ )。

当 ! - $ 时，最优排序在 % * ) 时刻开始，有

/ ( ! )( )" !,& )$
!

" ( &

#"0"
$"

)$
!

" ( &

%2 ( )" 0 ( )"

其中

%2" ’

"( )$& $ $( )! $
# ( )"

$ ( )"
，" ’&，(，⋯，’!

! ! $ "( )%& % "! $
# ( )"

$ ( )"
，" ’ ’! %&，⋯，’! %&!

! %( )# ! $ "( )%& $
# ( )"

$ ( )"
，" ’ ’! %&! %&，⋯，













 !

由于 ! )( )" !,& )$
!

" ( &

#"0"
$"

是固定常数，所以总费用

由$
!

" ( &

%2"0 ( )" 决定。若位置权是负的，则工件的最优

加工时间为正常加工时间；若位置权是正的，则将工
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件最优加工时间压缩到最小；若位置权等于 !，则工

件的最优加工时间介于 ! ( )" # $ ( )" % ( )" 和 ! ( )" 之间，

即 &!!( )" &

! ( )" ，%’" ( !

!)( )" ，%’" & !

! ( )" # $ ( )" % ( )" ，%’" *
{

!

。 其 中 ! ( )" #

$ ( )" % ( )" " !)( )" " ! ( )" ，&!!( )" 表示排在第 " 个位置上的

最优加 工 时 间，则 最 优 资 源 分 配 表 示 为 %%!( )" "
! ( )" #&!!( )"

$ ( )"
，" " $，%，⋯，+。

当 ! & " 时，最优排序在 , " ! 时刻开始，有

- & " .( )# +/$ .$
+

" & $

0"!"

$"
.$

+

" & $

1’"! ( )"

其中 1’" " ! #( )" + # "( )’ $ #
0 ( )"

$ ( )"
。

由于 " .( )# +/$ .$
+

" & $

0"!"

$"
是一个固定常数，所

以总费用由$
+

" & $

1’"! ( )" 决定。若位置权是负的，则工

件的最优加工时间是正常加工时间；若位置权是正

的，则将工件最优加工时间压缩到最小；若位置权等

于 !，则工件的最优加工时间介于 ! ( )" # $ ( )" % ( )" 和

! ( )" 之间，即

1!!( )" "

! ( )" ，1’" ( !

!)( )" ，1’" " !

! ( )" # $ ( )" % ( )" ，1’"

{
& !

其中 ! ( )" # $ ( )" % ( )" "!)( )" "! ( )" ，1!!( )" 表示排在第 " 个

位置上工件的最优加工时间。因此，最优资源分配

可表示为 1%!( )" "
! ( )" # 1!!( )"

$ ( )"
，" " $，%，⋯，+。 证毕

) 最优排序

本节讨论最优排序，由前两节的讨论将问题转

化为指派问题。

定理 %* 当 ! " " 时，任意排序都是最优排序，

计算复杂性为 ( )2 + 。当 !’" 时，原问题可转化为

指派问题，计算复杂性为 2 +( )) 。

证明* 分别讨论 ! " "，! ( " 和 ! & " 这 ) 种情

况的最优排序。

当 ! " " 时，最优排序在 !，/$ #[ ]3 内任意时间

开始，对于 4，" " $，%，⋯，+，设 ’4" " #
0"

$"
，4 " $，⋯，+，

此时位置权只与该工件的单位资源费用和正压缩率

有关，所以任意排序都是最优排序，且计算复杂性为

( )2 + 。

当 ! ( " 时，最优排序在 , & ! 时刻开始，对于 4，
" " $，%，⋯，+，设

%’4" "

4( )# $ " #( )! #
0"

$"
，4 " $，%，⋯，5!

! + # 4( )’ $ ’ #+ #
0"

$"
，4 " 5! ’ $，⋯，5! ’6!

! ’( )$ + # 4( )’ $ #
0"

$"
，4 " 5! ’6! ’ $，⋯，













 +

并且&!4" "

!"，’" (!

!)" ，’" "!

!" # $"%"，’"

{
&!

，其中 !" # $"%""!)""!"。

显然，最小费用是位置权和最优资源分配的最

优组合。位置权与加工的工件有关，所以当 ! ( "
时，可将原问题转化为指派问题。

当 ! & " 时，最优排序在 , " ! 时刻开始，同样可

将原问题转化为指派问题。对于 4，" " $，%，⋯，+，设

1’4" " ! #( )" + # 4( )’ $ #
0"

$"
，4 " $，⋯，+，并且 1!4" "

!"，’4" ( !

!)" ，’4" " !

!" # $"%"，’4"

{
& !

，其中 !" # $"%"" !)""!"。

定义一个 + + + 矩阵 !，由 ! " 7( )4" ，其中当 ! (
" 时 74" "%’4"&!4"，当 ! & " 时 74" " 1’4"

1!4"，$"4，""+。若

工件 " 排在第 4 个位置上，则设 84" " $，否则设84" " !，

4，" " $，%，⋯，+，则有如下指派问题。

,-.$
+

" & $
$

+

4 & $
74"84"

/0 10 $
+

4 & $
84" " $，" " $，⋯，+

* * $
+

" & $
84" " $，4 " $，⋯，+

* * 84" " $ 或 84" " !，4，" " $，⋯，















+
其中，当 ! ( " 时，74" "%’4"&!4"，当 ! & " 时，74" " 1’4"

1!4"。

因此，当 !’" 时原问题分别可转化为指派问

题，计算复杂性为 2 +( )) 。 证毕

2 结束语

本文讨论的是工件的加工时间是资源分配的线

)$第 3 期* * * * * * * * * * 郭* 玲，等：带有公共交货期窗口和加工时间可控的单机排序问题



性函数的单机排序问题。其中交货期窗口的开始时

间是固定且不受限制的，而窗口的大小是待确定的，

当窗口的开始时间与结束时间相同时，交货期窗口

就变成了工期。证明了这个问题在 ! "( )! 时间内得

到最优解。对于其他资源分配形式，或者其他类型

的交货期窗口的问题，还有待进一步讨论。
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