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带有拒绝工件和机器维修区间的单机排序问题
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摘要：考虑带有拒绝工件和机器维修区间的单机排序问题。目标是最小化被加工工件的总完工时间与被拒绝工件

的总惩罚（被拒绝加工的工件需要支付拒绝惩罚）的和。这个问题是一般意义下 %IJ难的，因此需要快速寻找满足指

定精确度要求的近似解。为了能在较少的运行时间内得到该问题的较好的近似解，利用削减状态空间方法得到了

一个全多项式时间近似方案（KILM=）。该 KILM= 是一个具有强多项式运行时间的较优近似方案，其时间复杂性为

!（"" # !"），其中 " 为输入工件的个数，! N # 为任意小的实数。

关键词：单机排序；维修区间；拒绝工件；%IJ难；近似算法

中图分类号：A""$( O 文献标志码：M! ! ! 文章编号：$*O"J **)H（"#$"）#*J ##$DJ #D

在以往的经典排序问题中基本上要求所有工件都被加工，不允许被拒绝，但在实际的生活中，为了满足

某种目的、达到一定利益可能会拒绝一部分工件。本文考虑的是机器在某固定区间需要维修且允许有拒绝

工件的单机排序问题。目标是最小化被加工工件的总完工时间与被拒绝工件的总惩罚的和。该问题在机器

可以连续加工的情况下（单机带有拒绝工件使被加工件的总完工时间与被拒绝工件的总惩罚的和最小的排

序问题即 $ $%&’ "(’ )"*’，其中 $%&’ 为允许带有拒绝工件）已被证明了是一般意义下 %IJ难的［$］，所以

问题 $，+ $%&’ "(’ )"*’（单机允许有机器维修任务（+）和拒绝工件（ $%&’），总目标函数为被加工件的总

完工时间与被拒绝工件的总惩罚之和最小的排序问题）也是一般意义下 %IJ难的。

在已有的文献中一部分研究的是机器有维修区间的典型单机排序问题，另一部分研究的是带有拒绝工

件的、机器没有维修区间的单机排序问题［"JP］。而本文则将这两种情况结合在一起，即研究带有拒绝工件和

机器维修区间的单机排序问题，对该问题给出了一个 KILM=，而算法运行时间为 !（"" # !"）。

$ 问题描述

该问题是对单机上工件集 , Q｛$，"，⋯，"｝中的 " 个工件进行排序使得被加工工件的总完工时间与被拒

绝工件总惩罚的和最小。每个工件 -#, 的加工时间为 .-，惩罚为 /-。机器在区间［0$，0"］需要维修且机器

在每一时刻至多加工一个工件。不失一般性，考虑所有数据都是正整数，并且将工件先按 =IL 规则排好（即

.$$."$⋯$."），由 =IL 规则的优点知最优排序可由两个按加工时间非增顺序排列的子序列组成。这里仅

考虑所有工件不全都排在 0$ 之前的情形。

本文中 "!（1）表示问题 1 的最优目标值。该问题通过动态规划算法 M 能得到最优解且这个算法通过

每次迭代能得到一些状态向量。在第 2 次迭代中 342 表示由本次迭代所产生的状态向量组成的集合。342

中每一个状态向量［ 5，6 R 3，(］都对应一个前 2 个工件的可行排序，其中 5 表示排在 0$ 之前的最后一个工件

的完工时间，6 表示被加工工件的总完工时间，3 表示被拒绝工件的总惩罚，( 表示排在 0" 之后的相应加工

工件的总完工时间。这里对于每个向量中的 ( 在算法 M 中可以忽略。
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! 近似算法

算法 "# 第一步，令 !"$ %｛［#$，#$ & ’，’］，［’，（$! & #$）& ’，$! & #$］，［’，’ & %$，’］｝。

第二步，对于每次迭代 &#｛!，(，⋯，’｝，由 !"& ) $中的每一向量［ (，) & !，*］按下述方法构造 !"&。$）如果

( & #&$$$，则将［ ( & #&，（ ) & #&）& !，*］加入 !"& 中；如果 ( & #& * $$， [则将 ( (， () + $! +"
&

, - $
., ) )/ ( + !，*

(+ $! +"
&

, - $
., ) ]/ ( 加入 !"& 中；!）若 0& 被拒绝，则将［ (，) &（! & %&），*］加入 !"& 中。用 !"& 替换 !"& ) $。

第三步，!!（1）% +,-［ (，) & !，*］#!"’｛) & !｝。

记 23 为该问题的最优目标值的上界。假设对于每一向量［ (，) & !，*］#!"& 均有 ) & !$23，则算法 "
的运算时间不会超过 ’$$23。事实上，在算法每次迭代中，( 与 ) & ! 都是整数且向量集 !"& 中元素的个数不

超过 $$23，而算法 " 的时间复杂性为"
’

, - $
!"& 。

下面先给出这个问题的一个 ./因子近似算法 0 且令 23 % !4（1）。利用这样的上界将给出一个 12/
3"4。

构造 ./因子近似算法的具体思想是对问题 $，5%"*, 所给出的一个 !/因子近似算法［(］进行了改进。

先给出一些符号的说明：67 为临界工件集，其中临界工件为排在 $! 之后的第一工件，" 表示由所有拒绝工件

组成的集合。具体算法如下。

算法 0 # 第一步，令 7 % ’，67 %&。

第二步，令 #（ 8，7）表示由 423 规则排序得到的集合 0 56$ 中排在第 8 个位置的工件。构造一个排序$7 %

〈#（$，7），#（!，7），⋯，#（%（ 7），7），67，#（%（ 7）& $，7），⋯，#（’ ) 67 ，7）〉，使得" 8#67
#8 +" %（ 7）

8 - $
##（ 8，7）$$$

且" 8#67
#8 +" %（ 7）+$

8 - $
##（ 8，7） 9 $$ ，而集合 67 中工件也按 423 规则排。

第三步，如果" 8#67
#8 & ##（%（ 7）& $，7）$$$，那么 67 & $ %｛#（%（ 7）& $，7）｝’67；7 % 7 & $；返回第二步，否则

到第四步。

第四步，&4（1）% +,-’$5$7｛&$5
（1）｝，&$5

（1）% "
,#$5

*,，将其对应的排序记为 #4。

第五步，将集合 67 中的元素重新编号为 $:，!:，⋯，67 ，把第四步得到的排序 #4 中满足"
8

, - $
#,$%8

（ 8 % $，!，⋯，%（ 7））或"
8

, - $:
#,$%8（ 8 % $:，!:，⋯，67 ，%（ 7）& $，⋯，’ ) 67 ）的工件按原有顺序排在机器上进

行加工，将不满足条件的工件拒绝并将其放入 ! 中，将所有允许加工的工件重新按原有顺序排列并记为 #:4，

!4（1）% "
0,##:4

*, +"
0,#"

%,。

引理 $# 算法 0 的运行时间为 ;（’!）。

注# 算法的时间复杂性是结合参考文献［!/(］计算得来。

引理 !# 算法 0 的目标值 !4（1）与最优值 !!（1）之间满足 !4（1）$.!!（1）。

证明# 由算法 0 前 . 步得到的 &4 与问题 $，5%"*, 的最优排序 #!:对应的最优目标值 &!满足 &4$

!&!［.］。问题 $，5 <=>, "*, +"?, 所对应的最优排序 #!中所被拒绝工件在 #!:中也相应被拒绝且放入

":，并将剩下的被加工工件按 #!:中原来的顺序排列，将其排列记为 #!@。那么有

&4 - "
0,##4

*, - "
0,##:4

*, +"
0,#"

*, ( "
0,##:4

*, +"
0,#"

%, - !4（1）
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而 !! " "
#$#"!

%$ $ !!! " ! "
#$#"!&

%( )$ " ! "
#$#"!’

%$ ("
#$##&

%( )$ $

! "
#$#"!’

%$ ("
#$##&

"#$｛%$，)$( )｝$ !（$!（*）( $!（*））" %$!（*）

即 $!（*）$%$!（*）。 证毕

对任意 % + &，定义 ,- "
$!（ ）

% ，.’ " !’!/% "，.! " ! (% "，&’ "
$!（ ）

.’
，&! "

0’

.!
。

将矩形［&，1-］)［&，0’］中区间［&，1-］分割成 .’ 个长度为 &’ 的子区间 2’3 *［（ 3 + ’）&’，3&’］’$3$.’，将区

间［&，0’］分割成 .! 个长度为 &! 的子区间 2!4 *［（ 4 + ’）&!，4&!］’$4$.!。用算法 5% 中缩减后的向量集 67,
8 来取

代向量集 678。

算法 -% . 第一步，令 67,
’ *｛［9’，9’ / &，&］，［&，（0! / 9’）/ &，0! / 9’］，［&，& / )’，&］｝。

第二步，对于每次迭代 8#｛!，(，⋯，/｝，67,
8:’ 中的每一向量［;，< ( 6，%］：’）如果 ; ( 98$ 0’，则将［ ; ( 98，（ <

( 98）( 6，%］加入 67,
8 中；如果 ; ( 98 + 0’， [则将 ; (， (< ( 0! ("

8

$ "’
=$ ) ): ; ( 6， (% ( 0! ("

8

$ "’
=$ ) ]: ; 加

入 67,
8 中；!）若 #8 被拒绝，则将［ ;，< (（6 ( )8），%］加入 67,

8 中。用 67,
8 替换 67,

8:’。对于［ ;，< ( 6］3，4，如果 < (
6# 2’3 且 ;# 2!4 是所有向量［ ;，< ( 6］3，4 中最小的，则令 67,

8 " ｛［ ;，< ( 6，%］3，4 ’ $ 3$ .’，’ $ 4$ .!｝。

第三步，$5%
（*）* "01［ ;，< / 6，%］#67,/｛< / 6｝。

引理 (. 对任意的向量［ ;，< / 6，%］#678，总存在［ ;,，<, / 6,，%,］#67,
8，使得

;,$;，（ <, / 6,）$（ < / 6）/ 8&’ /
%
( % / &( )!

证明. 当 8 * ’ 时，有 67’ * 67,
’，引理显然成立。假设 8 + ’ 时引理成立，即对［ ;&，<& / 6&，%&］#678 + ’，总

存在［ ;&,，<&, / 6&,，%&,］#67,
8 + ’使得 ;&,$;&且（ <&, / 6&,）$（ <& / 6&）/（8 + ’）&’ /

%
( %& / &( )! ，那么当 8 * 8

时，对于［ ;，< / 6，%］#678 有如下 ( 种情况，分别予以证明。

情形 ’，［ ;，< / 6，%］*［ ;& / 98，（ <& / 98）/ 6&，%&］。由假设知对于［ ;&，<& / 6&，%&］#678 + ’，总存在［ ;&,，<&,

/ 6&,，%&,］#67,
8 + ’，使得 ;&,$;&，（ <&, / 6&,）$（ <& / 6&）/（8 + ’）&’ / %

( %& / &( )! ，且［ ;&, / 98，（ <&, / 98 ）/

6&,，%&,］#67,
8，而该向量［ ;&, / 98，（ <&, / 98）/ 6&,，%&,］是算法 -% 第 8 次迭代得到的，所以当缩减向量集时

它可能被删除，不妨设［>，? / @，A］#67,
8 是与［ ;&, / 98，（ <&, / 98）/ 6&,，%&,］在同一矩形 2’3 ) 2!4 中且保留在集

合 67,
8 中的向量。那么有

>$;&, / 98$;& / 98 * ;

? / @$（ <&, / 98）/ 6&, / &’$（ <& / 6&）/（8 + ’）&’ /（
%
( %& / &!）/ 98 / &’$

（ <& / 98）/ 6& / 8&’ /（
%
( %& / &!）*（ < / 6）/ 8&’ /（

%
( % / &!）

情形 !，［ ;，< ( 6，%］" ;&， <& ( 0! ("
8

$ " ’
9$( )( ): ;& ( 6&，%& ( 0! ("

8

$ " ’
9$( )[ ]: ;& 。由假设知对于［ ;&，<&

/ 6&，%&］#678 + ’，总存在［ ;&,，<&, / 6&,，%&,］#67,
8 + ’使得

;&,$;&，（ <&, / 6&,）$（ <& / 6&）/（8 + ’）&’ /（
%
( %& / &!）

;&,， <&, ( 0! ("
8

$ " ’
9$ : ;&( )( ), ( 6&,，%&, ( 0! ("

8

$ " ’
9$ : ;&( )[ ], # 67,

8

而由于向量 ;&,， <&, ( 0! ("
8

$ " ’
9$ : ;&( )( ), ( 6&,，%&, ( 0! ("

8

$ " ’
9$ : ;&( )[ ], 是算法 -% 第 8 次迭代得到
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的，所以在简化集合时该向量有可能被删除，不妨设与向量

!"!， #"! $ %" $"
&

’ ( #
)’ * !"( )( )! $ +"!，,"! $ %" $"

&

’ ( #
)’ * !"( )[ ]!

在同一矩形 -#. $ -"/ 中且保留在集合 +0!
& 中的向量为［1，2 % 3，4］。那么有 1$!"!$!" & !，

2 $ 3$ #"! $ %" $"
&

’ ( #
)’ * !"( )( )! $ +"! $ !# $

（ #" $ +"）$（& * #）!# $ "
’ ," $ !( )" $ %" $"

&

’ ( #
)’ * !"( )! $ !#

由于 !"! ( !" * !" 而 !" (
%#

5"
，所以有 ( ( "

’ %" $"
&

’ ( #
)’( )* !" ( "

’ %# ( !"

2 $ 3$（ #" $ +"）$ &!# $ "
’ ," $ !" $ %" $"

&

’ ( #
)’ * !" $ !( )" $

（ #" $ +"）$ &!# $ %" $"
&

’ ( #
)’( )* !" $ "

’ ," $ !( )" $ !" $ #" $ %" $"
&

’ ( #
)’( )( )* !"[ ]$ +" $

&!# $ "
’ ," $ "

’ %" $"
&

’ ( #
)’( )[ ]* !" $ !" (（ # $ +）$ &!# $ "

’ , $ !( )"

情形 ’，［!，# $ +，,］(［!"，#" $（+" $ 6&），,"］。由假设知对于［!"，#" $ +"，,"］# +0&*#，存在［!"!，#"! $ +"!，

,"!］# +0!
&*# 有 !"!$ !"，（ #"! $ +"!）$（ #" $ +"）$（& * #）!# $ "

’ ," $ !( )" ，且［ !"!，#"! $（+"! $ 6&），,"!］#

+0!
&，而又由于向量［ !"!，#"! $（+"! $ 6&），,"!］是算法)" 第 & 次迭代得到的，所以当缩减向量集时该向量可能

被删除，不妨设与向量［ !"!，#"! $（+"! $ 6&），,"!］在同一矩形 -#. 7 -"/ 中且保留在集合 +0!
& 中的向量为［1，2 $

3，4］。那么有 1$ !"! $ !" ( !

2 % 3$#"! %（+"! % 6&）% !#$（ #" % +"）%（& * #）!# %
"
’ ," % !( )" % 6& % !#$

#" %（+" % 6&）% &!# %
"
’ ," % !( )" &（ # % +）% &!# %

"
’ , % !( )"

综上所述，知命题对任意 & 都成立。 证毕

定理 #( 对任意 " + ,，由算法 )! 得到的目标值 #)"
（8）满足 #)"

（8）$（# % "）#!（8）。

证明( 由引理 ’ 知，对于向量［ !!，#! % +!，,!］#+09，存在［ !!，#! % +!，,!］#+0!
9，使得

#! % +!$（ #! % +!）% 9!# %
"
’ , % !" &（ #! % +!）% 9

#:（8）

5#
% "
’ , %

%#

5"
&

（ #! $ +!）$ 9
#:（8）

!#"9 ; " "
$ "

’ , $
%#

!’ ; " "
$ #!（8）$

"#:（8）

#" $ "
’ , $ "%

’ (

#!（8）% "<=
’ % "

’ , % "%
’ $#!（8）% "#!（8）&（# % "）#!（8）

由于 #>"
（8）$#! % +!，所以有 #)"

（8）$（# % "）#!（8）。 证毕

定理 "( 对任意 " + ,，算法 )" 的运行时间为 ?（9" ; ""）。

证明( 由于算法 )" 中得到的每一个向量集 +0!
& 的基数不会超过 5#5"，即 +0!

& $ 5#5"，所以"
9

’ ( #
+0!

& $

95#5" ( 9 !#"9" " ! ’" "$ 9 #"9
"

$( )# ’
"

$( )# 。而又由于算法 - 得到的该问题上界的时间复杂性为 ?（9"），所

以算法 )" 的运行时间为 ?（9" ; "" % 9"）。 证毕

综合定理 # 和定理 "，算法 )" 是一个 ./0)1。
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! 结论

本文考虑的是有拒绝工件且机器有固定维修区间的单机排序问题，目标是使被加工工件的总完工时间

与被拒绝工件的总惩罚之和最小。对于该问题给出了一个较好的近似算法来解决它。在未来的研究中还会

进一步将该问题扩展，研究它的加权问题。
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