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摘要：讨论了具有学习效应的工期指派和可控加工时间的单机排序问题。工件的实际加工时间同时依赖于所排位

置和所分配的资源消耗相关的函数，资源消耗分为线性和凸资源消耗 " 种。考虑共同工期、松弛工期和没有限制的

工期 H 种工期分派方法。目标是确定工件最优的加工顺序、工期和资源分配量，极小化一个包含提前、延误、工期分

派、总完工时间和总资源消耗的总费用函数。对于上述 " 种不同资源消耗函数与 H 种不同的工期分派方法的每一种

组合，均给出了多项式时间算法。
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! ! 自 $)K# 年以来带有可控加工时间的排序问题

备受 关 注，取 得 了 许 多 研 究 成 果［$E$H］。L/.4 和

239.4［$］讨论了加工时间和释放时间都受资源消耗

数量控制的单机排序问题，目标是极小化最大完工

时间的费用和总的资源消耗费用。=, 和 M69.［"］讨

论了带有可控加工时间的平行机排序问题，目标是

确定每台机器上工件的最优资源分配，极小化最大

完工时间。关于带有可控加工时间这类问题更近的

综述是 =3/N;/< 和 =;96.9-［H］给出的。关于涉及到工

期的排序问题，=96O7/..［G］对带有 @BP 工期分派方

法的排序问题给出了一个计算复杂性为 !（" 0&4 "）

的最优算法。Q/.R/0S/-［D］ 等对带有 2A% 工期分派

方法 的 排 序 问 题 给 出 了 一 个 计 算 复 杂 性 为

!（" 0&4 "）的最优算法。239.4［*］ 等对带有 =MC 型

工期分派方法且具有可控加工时间的单机排序问

题，给出了一个计算复杂性为 !（" 0&4 "）的最优算

法。=3/N;/< 和 =;96.9-［I］扩展了 239.4［*］的主要结

果，在目标函数中增加了最大完工时间的费用，证明

了对于 H 种工期分派方法和 " 种资源消耗函数的每

一种组合，并给出了多项式时间的最优算法。T6:SE
,U［K］将学习效应引入到排序问题中以来，具有学习

效应的排序问题受到了国内外学者的广泛关注，现

已成为一个研究比较活跃的排序分支。T6:S,U［K］作

了带有学习效应的排序问题的一个综述。杨明明

等［$#］研究了目标函数为总完工时间，具有某类学习

效应的间歇批生产的单机排序问题，对 H 种模型均

给出了多项式时间的最优算法。L/.4［$$］等讨论了

机器具有学习效应，工件的实际加工时间同时依赖

于所排位置和分配的资源，目标是极小化一个包含

最大完工时间、总完工时间（ 总等待时间）、不同完

工时间的绝对值总和（ 不同等待时间的绝对值总

和）和总资源消耗的总费用。对于这两类目标函

数，分别给出了相关问题的多项式时间算法。

本文讨论了一类具有学习效应的工期指派和可

控加工时间的单机排序问题。目标函数是包含提

前、延误、工期分派、总完工时间和总资源消耗的总

费用函数。

$ 问题描述及相关的预备性结果

问题可描述如下。

设 " 个工件为｛#$，#"，⋯，#"｝，所有工件在 # 时

刻已经到达，且不允许中断。工件 #［ $］表示在第 $ 个

位置加工的工件。工件 #$ 的正常加工时间（当工件

未排到机器上并且也没有分配资源时，工件原有的

加工时间）为 %$。问题是需要确定最优的工件加工

顺序 !! V｛#!$ ，#!" ，⋯，#!" ｝、工期 &! V（&!$ ，&!" ，⋯，

&!$ ）和资源分配量 ’! V（’!$ ，’!" ，⋯，’!$ ），使得最小

化目标函数为一个包含提前、延误、工期分派、总完

工时间和总资源消耗的费用函数，即
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其中 )% 是工件 +% 的完工时间，’% ! $%&｛’，"% ( )%｝是

工件 +% 的提前，(% ! $%&｛’，)% ( "%｝是工件 +% 的延

误，"%#’ 是工件 +% 的工期，#% 是分配到工件 +% 上的

资源量。"，#，$，% 是非负常数，分别代表工件 +% 的

提前、延误、工期、总完工时间的单位费用，*% 是分配

到工件 +% 上的资源量的单位费用。

讨论以下 ) 种最常见的工期分派方法。

"）*+, 型：共同工期分派方法。这里所有工件

都分派一个共同工期，即 "% ! "，% ! "，-，⋯，$。

-）./0 型：松弛工期分派方法。这里所有工件

都有一个相同的等待时间，即 "% ! ,% # -，这里 -#’
是一个确定的变量。

)）123 型：没有限制的工期分派方法。这里每

个工件可以被分派一个不同的且没有限制的工期。

对于加工时间为常数的排序问题，有以下引理

成立。

引理 "［4］5 对于 *+, 工期分派方法，存在一个

最优工期等于 )［ .!］，这里

.! ! $67 $%& !$ # (( )$
" # # "，( )’ ，( )$ （-）

引理 -［8］5 对于 ./0 工期分派方法，存在一个

最优松弛值 -!，等于 )［ .! ( "］，这里 .!是（-）式中确

定的。

引理 )［9］5 对于一个给定的排序和固定的加工

时间，关于 123 工期分派方法的最优工期定义如下：

如果 $##，那么 "% ! ’；否则，置 "% ! )%，对于 % !
"，⋯，$。

当工件所排位置及相关资源分配确定后，工件

的实际加工时间是固定的常数。

由引理 " 知，对于给定的排序 ! !［ +［"］，⋯，

+［$］］和资源分配 # !［#［"］，⋯，#［$］］，有
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此，有
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由引理 - 知，对于给定的排序 ! !［ +［"］，⋯，

+［$］］和资源分配 # !［#［"］，⋯，#［$］］，有

-! & )［ .!1"］ & "
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% 1"
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由引理 )，可得 ’% ! ’，% ! "，-，⋯，$。因此，有
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上式可进一步化解为
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这里 & ! $67（#，$）。

后面将分别讨论当加工时间为一个线性资源消

耗函数和凸资源消耗函数时，即加工时间不再是固

定的情况，如何得到这个问题的目标函数在不同工

期分派下的最优解。

- 一个线性资源函数的解

假定工件 +［%］排在第 2 个位置，其实际加工时间为
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是一个学习指标。这里 %" 是指可以分配到工件 &"

的资源数量，并且有 $$%"$%" #
!"#

$

$"
，%" 是指可以分

配到工件 &" 的资源量的上界，$" 是工件 &" 的一个正

的压缩速度。

把（%）式代入（&）、（’）、（(）式，得到目标函数

在 ) 种工期分派的最优分派下的表达式分别是
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。
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这里 ." !（& + #）（+ " " + *），" ! *，⋯，+。

当加工时间由（%）式确定时，在 ) 种工期分派

下的目标函数变为一个关于资源分配的线性函数。

于是，最优资源分配可以通过求解这个线性函数的

最优解得到，则有以下引理成立。

引理 &- 在 ) 种工期分派下的任意一种排序

中，最优资源分配作为工件序列的一个函数，可以这

样确定

%!［ "］ *

%%［ "］，-［ "］ / ."$［ "］ 0 $
%［ "］&［$，%%［ "］］，-［ "］ / ."$［ "］ * $
$，-［ "］ / ."$［ "］ 1
{

$

（*)）

证明 - 可以从这 ) 种工期分派下的目标函数

（*$）.（*,）式的任意一个证明即可，假如就以（*$）

式为例证明。

对（*$）式关于 %［ "］求导

/（’（!，%，(!（!，%）））
/（%［ "］）

! -［ "］"."$［ "］，" ! *，,，⋯，+

因此，当 -［ "］" ."$［ "］0 $ 时，应该给工件 &"不分配任

何资源；当 -［ "］" ."$［ "］# $ 时，应该给工件 &"分配最

大可行的资源量；当 -［ "］" ."$［ "］! $ 时，可以给工件

&"分配任何可行的资源。 证毕

根据引理 & 知，对于任意序列，一个工件在某一

位置的最优资源分配可以这样得到：如果工件在某

个位置的资源权 -［ "］" ."$［ "］为负，那么给这个位置

分配资源的上界 %［ "］；如果资源在某个位置的资源

权 -［ "］" ."$［ "］为正，那么给这个位置分配的资源应

为 $；如果资源在某个位置的资源权 -［ "］ " ."$［ "］为

$，那么工件在这个位置得到的最优资源分配应介于

$ 和 %［ "］之间的任何值。

由于对于任意一个给定的排序，最优工期和最

优资源分配都可以求出来，那这个问题就演变成一

个纯粹的序列问题。因此，当加工时间由（%）式确

定时，目标函数在 ) 种工期分派下的最优值，可以通

过构造一个指派问题得到。

对于目标函数（*$）.（*,）式，令

23" !
."!3 "

$，-3 "."$3#$

."!3 "
$ +（-3 "."$3）%3，-3 "."$3

{ # $
其中 23"依目标函数（*$）.（*,）式中 ." 的不同而不

同。

然后，定义 43"为一个 $5* 变量，当工件 &3 排到第

" 个位置时，43" ! *；否则，43" ! $。对于目标函数（*$）

.（*,）式，指派问题可表示如下 !*：

123- "
+
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"

+
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45 65
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+

3 * *
43" ! *，" ! *，⋯，+
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+

" * *
43" ! *，3 ! *，⋯，+

43" ! * 或 $，3，" ! *，⋯，















+
引理 7- 对于目标函数（*）式，在 ) 种工期分派

下，当加工时间由（%）式确定时的最优序列，可以通
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过解一个指派问题在 !（"!）时间内得到。

证明参照以上分析。

以下是在 ! 种工期分派方法下，当加工时间由

（"）式确定时，极小化目标函数的最优算法。

算法 #$ 步骤 #，对于 %&’ 型和 ()* 型工期分

派方法，通过引理 # 计算 #!。

步骤 +，对于这 ! 种工 期 分 派 下 的 目 标 函 数

（#,）-（#+）式，计算 $%&的值。

步骤 !，通过解指派问题 ’# 来确定目标函数

（#,）-（#+）式的最优序列，最优序列用 !! .［#］，

［+］，⋯，［"］来表示。

步骤 /，对于在 ! 种工期分派方法下的目标函

数表达式（#,）-（#+）式，按引理 / 确定最优资源分

配，并按（"）式，计算最优加工时间 (& . (!&（)!［ &］）。

步骤 0，对于 %&’ 型，按照（!）式确定最优工

期；对于 ()* 型，按（0）、（1）式确定最优工期；对于

234 型，按照引理 ! 确定最优工期。

定理 #$ 算法 # 解决了在 ! 种工期分派方法

下，当加工时间由（"）式确定时，目标函数的最优排

序问题可以在 !（"!）时间内得到。

证明$ 引理 # - 0 确保了算法的正确性。步骤

# 在常数时间内可以完成；步骤 +、0 在线性时间内

执行；步骤 ! 在 !（"+）时间内完成，步骤 / 在 !（"!）

时间 内 完 成。因 此，算 法 的 整 体 时 间 复 杂 性 是

!（"!）。 证毕

! 一个凸资源消耗函数的解

假定工件 *［&］排在第 + 个位置，其实际加工时间为

(& .
(&+

,

)( )
&

-

（#/）

这里 )& 是指可以分配到工件 *& 的资源数量，- 是一

个正的常数。

把（#/）式代入（/）、（5）、（6）式，得到目标函

数在 ! 种工期分派的最优分派下的表达式分别是
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-

1"
"

& 0 #
3［ &］)［ &］

（#5）

当加工时间由（#/）式确定时，在 ! 种工期分派

下的目标函数（#0）-（#5）式为一个关于资源分配

的凸函数。因此，求解最优资源分配（记作 )!（!））

的过程可以看作求解工件序列的一个函数的最优解

的过程，则有以下引理成立。

引理 1$ 最优资源分配 )!（!），作为工件序列

的一个函数，是

%&’ 型： )!［ &］ .

- 9（（ & 7#）（" 7 #）8 "（$ 8 #））
3［ &

( )
］

#
- 8#

9

$ （(［ &］&
,）

-
- 8#，& .#，⋯，#!

- 9（（" 7 & 8#）（% 8 #））
3［ &

( )
］

#
- 8#

9

$ （(［ &］&
,）

-
- 8#，& . #! 8#，⋯，















"
()* 型： )!［ &］ .

- 9（ &（" 7 #）8（" 8#）（$ 8 #））
3［ &

( )
］

#
- 8#

9

$ （(［ &］&
,）

-
- 8#，& .#，⋯，#! 7#

- 9（（" 7 &）（% 8 #）8（$ 8 #））
3［ &

( )
］

#
- 8#

9

$ （(［ &］&
,）

-
- 8#，& . #!，⋯，















"

234 型：$ $ )![ ]& . - 9 & 8( )# " 7 &( )8#
3[ ]

( )
&

#
- 8#

9

$ $ $ $ $ $ $ $ ( [ ]& &( ), -
- 8#，& .#，⋯，"

证明$ 把目标函数（#0）-（#5）式中的每一个都关

于 )[ ]& 求导，& .#，⋯，"，并令导数为,，解出 )[ ]& . )![ ]& 。

证毕

因为目标函数（#0）-（#5）式都是凸资源消耗

函数，所以，引理 1 提供的是一个最优性的充要条

件。

把引理 1 中的 ! 种工期分派方法下的最优资源

分配分别代入目标函数（#0）-（#5）得

. !，)，/! !，( )( )) 0 -
2-
-1# 1 -

#
-1( )# 4"

"

& 0#
’[ ]& 4([ ]& （#6）

这里

’ [ ]& 0 3 [ ]& (
2
[ ]

( )
&

-
-1#，( [ ]& 0 ) [ ]& 4 &

,-
-1# （#"）
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其中，!"#：

!! "
! #( )$ " #( )# $ % $ $( )( )#

$
&$$，! " $，⋯，’!

% # ! $( )$ % $( )( )#
$

&$$，! " ’! $ $，⋯，{ %
（%&）

’()：

!! "
! " #( )# $ % $( )$ $ $( )( )#

$
&$$，! " $，⋯，’! # $

( )% # ! % $( )# $ $ $( )( )#
$

&$$，! " ’!，⋯，
{ %

（%$）

*+,：! ! - & .( )# % / !( )( ). $
$

& . $，! - $，⋯，%
（%%）

从目标函数（$0）式可以看出，要想得到这个凸

资源消耗函数的最优解，必须使得 ’[ ]! 和 ( [ ]! 的匹

配达到最优。最优匹配可以通过以下引理获得。

引理 12 目标函数（$0）式的最优工件序列应该

是这样得到：把最小的 ’ [ ]! 与最大的 ( [ ]! 相匹配，第

二小的 ’[ ]! 与第二大的 ( [ ]! 相匹配，等等。’ [ ]! 与

( [ ]! 的下标与工件在最优排序中的位置相对应，! -
$，⋯，%。

证明参照文献［$%］。

以下算法是对目标函数在 3 种工期分派方法

下，当加工时间由（$4）式确定时，得到最优的分析

总结。

算法 %2 步骤 $，对于 !"# 型和 ’() 型工期分

派方法，按引理 $ 计算 ’! 。

步骤 %，对 3 种工期分 派 方 法 下 的 目 标 函 数

（$0）式，通过（$5）6（%%）式，计算 ( [ ]! 和 ’ [ ]! ，! - $，

⋯，%。

步骤 3，按照引理 1 把工件重新排序，目标函数

的最优序列记为 )! [ ]- $ ，[ ]% ，⋯，[ ]% 。

步骤 4，按照引理 7 求这 3 种工期分派下的最

优资源分配，然后，按（$4）式确定出最优加工时间

(! " (!! )![ ]
( )

!
。

步骤 8，对于 !"# 型，按照（3）式确定最优工

期；对于 ’() 型，按（8）、（7）式确定最优工期；对于

*+, 型，按照引理 3 确定最优工期。

定理 %2 算法 % 在 * % 9:;( )% 时间内解决了在

这 3 种工期分派方法下的目标函数为一个凸资源消

耗函数的最优问题。

证明2 引理 $ 6 3 和引理 7 6 1 确保了算法的正

确性。步骤 $ 在常数时间内完成，步骤 %、3、8 在线

性时间内执行，步骤 4 在 * % 9:;( )% 时间内完成。

因此，算法的整体时间复杂性为 * % 9:;( )% 。 证毕

4 数值例子

以线性资源函数，!"# 工期分派方法为例。设

% - 8，" - $，% - %，$ - &+ 4，# - 3
,! - $8，$&，$4，0，( )%& ，(! - 0，$%，5，%&，( )$8

当加工时间是一个关于资源分配量的线性函数并且

机器具有学习效应时，工件 - [ ]! 的实际加工时间为

(! - (!.
/ / /!)!。

设 / - /$，/! - $，%，$，4，( )3 ，%)! - 3，%，4，$，( )% 。

由算法 $，有步骤 $

’! - <=> <?@ ! ( )8 % / &A 4
$ . % "，( )& ，( )8 - 3

步骤 %，计算

01! -
2!(1 !

/，,1 /2!/1#&

2!(1 !
/ . ,1 /2!/( )1 )1，,1 /2!/1

{ B &

01! -

$3& 7& 34A 771 %& 0
$87 8& %& $& $%
$4$ 73A 8&& 35 %%A 8 5
%0& 50 4%A 771 $0 0















$53 7%A 8 %1 $1A 8&& $8

步骤 3，通过解指派问题 3$，得最优序列 )! -
$，%，8，4，[ ]3 +

步骤 4，按引理 4 确定最优资源分配 )!!（当 ,! /
2!)! -& 时，不妨令 )!! - &），按（5）式最优加工时间

(!! ，)!! - 3，%，&，$，( )& ，(!! - 8，%，8+ $，$+( )0 。

步骤 8，最优工期 4! - 5［ ’!］- 8 . % . 8 - $%，最

优目标值 6（)!，)!，4!（)））- %1%。

8 结束语

本文讨论的是极小化一个包含提前、延误、工期

分派、总完工时间和总资源消耗的费用函数的单机

排序问题，这里工件的加工时间和工期都是确定的

变量。对这 3 种工期分派下，并且加工时间同时依

赖于所排位置和资源分配的两种资源消耗函数的目

标函数均提出了相关问题的多项式时间算法。这个

问题在多机环境下或者加工时间为其他资源消耗函

数的情形有待进一步研究。
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