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0.4//+(H 分析中 B:+;+-4> 函数带位移的非线性边值问题
!
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摘要：本文讨论了定义于偶数维欧氏空间 !"!而取值于复 0.4//+(H 代数 "!，且满足方程 ! #J $ $（#）K 4 $
L
（#）! #J " M # 的 B:+;+-4>

函数的一类带位移带共轭的非线性边值问题。首先设计积分算子将边值问题转化为积分方程问题，然后研究积分算子的

性质，借助积分方程理论和 =>1’,H9( 不动点理论证明了边值问题解的存在性，并给出了解的积分表达式 $（ #）M "! "
（ #
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! ! 0.4//+(H 分析是近代分析的重要分支，它有非常重

要的理论意义和应用价值，如在 &’ST9.. 方程、U’-2P
&4.. 场理论以及量子力学等方面都应用了它的一些结

论［$("］。近年来，文献［%P$$］研究了定义于 !"! 中子区

域而取值于复 0.4//+(H 代数 "! 的 B:+;+-4> 函数，得到了

其柯西积分公式。在文献［$"P$N］中处理了高维空间

中的一些边值问题，在此基础上，本文讨论了有界域上

B:+;+-4> 函数的带位移带共轭的非线性边值问题

)（#）$ K（#）K *（#）$ K（%（#））K
+（#）$ J（#）K ,（#）$ J（%（#））M

-（#）.（#，$ K（#），$ K（%（#）），$ J（#），$ J（%（#）））（$）

其中 %（#）是 !" 到自身的同构映射，证明了其解的存

在性，并给出了解的积分表达式，从而改进了文献［$$P
$%］中的一些结果。

$ 预备知识与记号

"& 为 "& 维 0.4//+(H 代数，其正交基由｛-/：/ M（0$，

⋯，0&）#12，$$0$$⋯$03$&｝给出，其中 2 M｛$，

⋯，&｝，12 表示 2 的所有有序子集的集合。记 -% M -#，-/
M -0$·-0"·⋯·-03，其基底元适合下列规则：-4-5 M J

-5-4，4 & 5；-"4 M J $，4，5 M $，⋯，&。 "& 中 的 元

) M ’
/#12

)/-/，)/#"，其主对合，共轭分别定义为
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易见()，*#"&，（)*!）M )L *
L
，（)*）M * )，其模为 ) M

’
/#12

)/

"( )!
$
"

，且 ) M ) ， ) K * $ ) K * ，

)* $"& ) * 。设 " 是 !& 中具光滑定向的 V4’P

W,-+89 边界 !" 的有界域，定义于 " 取值于 "& 的函数

可表示为 $（#）M ’
/#12

$/（#）-/，这里 $/（#）是定义在 " 上

的复值函数。@4(’> 算子定义为 !# M ’
&

5 6 $
-5!#5，其基本

解为
#

$& # &，##!& X｛#｝，其中 $& 是 !& 中单位超球面

面积，且对(#，%，7#!&，#&7 有

% J #
$& % J # & J

% J 7
$& % J 7 & $

8# # J 7 ’
& J $

5 M $
% J # J 5 % J 7 5 J & （"）

其中 8# 是仅依赖维数 & 的正常数。9&（!"，"&），（# Y

& Y $）表示定义于 !" 取值于 "& 的 Z:.H9( 连续函数集

合，定义模)$)& M "（ $）K 9（ $），其中

"（ $）M :,W
##! "

$（#），9（ $）M :,W
#&%，#，%#! "

$（#）J $（%）

# J % &

于是 9&（!"，"&）构成 [’-’>1 空间，且
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" %&’(’)*+ 函数与柯西型积分

以后设 # $ "$，主要考虑函数空间 %!（"#，&$）。

令 ’( $
,
"（, ! *)()( ! $），( $ ,，⋯，$；’ $ *

$

( * ,
’( 计算易

得：,）(+#&$，有 +’ $ -++ $ -；"）)( ! $ ’ $ *)( ’；.）

(+#&$，)( ! $+’ $ * +/ )( ’，)(+’ $ # * +/ )( ! $’，( $ ,，⋯，$。

向量 , 及相应 0*12+ 算子可改写成
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引进如下 34*55’16 向量及相应 0*12+ 算子
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定义 ,7 定 义 于 # 取 值 于 &$ 满 足 " ,# ,
!（ ,）! *

!
/
（,）" ,# "

$ - 的连续函数 !（,）称为 %&’(’)*+ 函数。

注 ,7 取复值的 %&’(’)*+ 函数 !（ ,）是多复变全纯

函数；取值于 --，$的 %&’(’)*+ 函数 !（,）是双正则函数。

%&’(’)*+ 函数与单演函数的关系见引理 ,；与 891:*(92)
单演函数［;，,<］的关系见引理 "。利用 ’ 的性质直接计

算易证：

引理 ,7 !（ ,）在 # 中是 %&’(’)*+ 的充要条件是：!
（,）’ 在 # 中是单演的。

引理 "7 设 !（,）是定义在 # 中取值于 &$ 的连续

可微函数，则 !（ ,）是 891:*(92) 单演函数［,<］的充要条

件是 " ,# ,
!（,）! * !

/
（,）" ,# "

$ -，!
/
（,）", $ -。

引理 .［=.,-］（柯西积分定理）7 设 !（,）在 # 邻域内

连续，且在 # 内是 %&’(’)*+ 的，则(,## 有
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其中 #
#
$ ’"$

( * ,
)(#( 是 "# 在 / 点的外法单位向量，/

# ,，

#
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# " 分别类似于 ,

# ,，,
# "。

定义 "7 设 !（,）#%!（ "#，&$），称下列算子为 %>
&’(’)*+ 柯西型积分，简记为
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引理 ?7 设 !（ /）#%!（ "#，&$），则（01234
" # !）（ ,）在

!"$ @"# 内是 %&’(’)*+ 的。

证明7 由 ’ 的性质计算可得
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于是 （01234
" # !）（,）’ $ 0" #（ !’）（,）

其中（0" #%）（,）$ "" # （/ # ,）

$"$ / # , "$6&/%（/）。

由文献［"］知道 0" #（ !’）（,）在 !"$ @ "# 内是单演

函数，再根据引理 , 得证。 证毕

引理 A［=.,-］（ B49:94C 公 式）7 设 !（ /）#%!（ "#，

&$），则（01234
" # !）（,）在柯西主值意义下存在，且有

4*:
5## D ，5,,

（01234
" # !）（ 5）$ D ,

" !（,）!

（01234
" # !）（,），,#" # （?）

推论 , 7 " # 如 上 所 述，在 柯 西 主 值 意 义 下 有

（01234
" #,）（,）$ ,

" ，,#"#。

. 问题的提出与转化

#，"# 如前所述，+（,），6（,），7（,），8（,），)（,）#
%!（"#，&$）为给定的函数，’（,）为 "# 上的 82&9:2)

位移［,.］，记 # ! $ #，# # $ !"$ @#，作者要找在 # D 内 %>
&’(’)*+，在# D 上连续，且 ! #（!）$ - 的函数 !（,），满足

边界条件（,），称此边值问题为问题 %E。

首先将此边值问题转化为积分方程。由引理 ? 和

文献［F］，令 !（,）$（01234
" #%）（,），,## D ，这里 %（,）#

%!（"#，&$）为未知的有界函数，由引理 A 有 ! D（ ,）$

D ,
" %（,）!（01234

" #%）（,），,#"#。

将 , 换成 ’（,），类似地有
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（ !（"）#
! " ! # #

! $ !
%
（"））（!! "（$）! "

! "）

""% !（$）! " " ]%
&&"

记号 !! $（$），!! "（$）分别类似于 $
! $，$

! "。故

! ’（!（$））( ’ $
" #（!（$））)（&’()*

$ %#）（!（$）），$#$ %

令 #+ ( #（!（ $）），,# ( $
" #（ $）!（ &’()*

$ % #）（ $），,+#

( $
" #+ !（&’()*

$ %#）（!（$））。引入算子：-# (（. ) /）,#

)（0 ) 1）,+# )（$ ! .）# ! 0 #+ ) 23，将 ! ’（ $），

! ’（!（$））的表达式代入（$）式，则问题 *+ 转化为求解

积分方程：-# ( #。

, 问题 *+ 的解法

定理 $- 对任意函数 ##4&（$%，5"%），有

$
" #（$）!（&$ %#）（$）

&
$6$ )#)&

其中 6$ 是与 $，# 都无关的正常数（以下记号 6" 等都

与此类似）。

证明- 由文献［$.］有（&$ %$）（ 7）( $
" ，7#$%，故

$
" #（$）!（&$ %#）（$） (

（&$ %$）（$）·#（$）!（&$ %#）（$） (

"$ % " ! $
""% " ! $ "%&’"［#（"）! #（$）］$

"$ %
4（#）&&"

""% " ! $ "% ! $ ! &$6"4（#）

所以有 5 $
" #（ $）!（ & $ % #）（ $( )） $ 6 " 4（ #）$

6" )#)&。

对任意的 $，7#$%，仅考虑 $ ! 7 ( ( / 0 充分小

的情形

8 (
- $

" #（$）!（&$ %#）（$[ ]） !

$
" #（ 7）!（&$ %#）（ 7[ ]） $

"$ %
（" ! $）&’"
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（" ! 7）&’"

""% " ! 7 "%［#（"）! #（ 7）］$

$
""%
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" ! $
" ! $ "% ! " ! 7

" ! 7 "[ ]% &’"［#（"）!

#（$）］! "$ % 19"(（$）

" ! 7
" ! 7 "%&’"［#（$）! #（ 7）］ )

"$ %.9,(（$）

#（"）! #（$）

""% " ! $ "% ! $ &&" )

"$ %.9,(（ 7）

#（"）! #（ 7）
""% " ! 7 "% ! $ &&"

其中 9 (（ $）表示中心在 $ 半径为 ( 的超球。当

"#$% 19"(（$）时，

"($ " ! $ $ " ! 7 ) (
所以 7 ! " / (，故 " ! $ $ " 7 ! " ， 7 ! " ! $$ "
" ! $ ! $，由（"）式得

8$62(4（#）"$ % 19"(（$）

&&"

" ! $ "% ! & )

6,(&4（#） "$ % 19"(（$）

（" ! 7）&’"

" ! 7 "% )634（#）4

"$ %.9,(（$）

&&"

" ! $ "% ! $ ! &( ) "$ %.9,(（ 7）

&&"

" ! 7 "% ! $ ! )&
由 于（ &$ % $ ）（ 7）( $

" ，7 # $%，且 ( 充 分 小，故

"$ % 19"(（$）

（" ! 7）&’"

" ! 7 "% 5 $。而 $% 有界，所以

8$66(4（#）· "
)

"(

&:
:" ! & )6,(&4（#）)

6.(&4（#）$67(&4（#）

其中 ) 是 $% 的直径。故

4 $
" #（$）!（&$ %#）（$( )）$67 )#)&

综上
$
" #（$）!（&$ %#）（$）

&
$6$ )#)&。 证毕

定理 "- 对(##4 &（ $ %，5% ），有),#) &$68

)#)&。

证明- 由 ; 的性质（2），以及定理 $ 有

#;#4&（$ %，5"%）

（ $
! $ ! "

! $）（#
! $#（"）) # #%（"）#

! "）)（#（"）#
! " !

# #
! $#

%
（"））（ $

! " ! "
! "）(（" ! $）#

!
（"）#;

从而有
$
" #（$）; !（&’()*

$ %#）（$）; (

$
" #（$）; !（&$ %#;）（$）$6$ )#;)&

$
" #（$）; !（&’()*

$ %#）（$）[ ]; !

$
" #（"）; !（&’()*

$ %#）（"）[ ]; (

$
" #（$）; !（&’()*

$ %#）（$）[ ]; !

$
" #（"）; !（&$ %#;）（"[ ]） $6$ )#;)&

故结论成立。 证毕
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推论 !" 对(!#!"（#$，"#），有

#
! !（$）$（%&’()

# $!）（$）"
"
$*#%)!)"

定理 &" 设 #$ 上的同胚映射 %（$）：满足 ’()*+,(-.
条件： %（$）/ %（+）$ , $ / + ，$，+# #$，!#!"

（#$，"#），有)!-)"$（# $ ,"）)!)"。

证明" 由已知条件和)·)" 的定义易证。 证毕

推论 &" 设 !#!"（ #$，"#），%（ $）满足定理 & 的

条件，则 !- "$（# $ ,"）)!)"。

定理 0" 设 !#!"（ #$，"#），%（ $）满足定理 & 的

条件，则有).-!)"$*##)!)"。

证明" 由)·)" 的定义与定理 ! 易得。证毕

推论 0" !，% 如 定 理 & 所 述 ，则 . - ! "$

*##)!)"
#
! !- $（%&’()

# $!）（%（$））
"
$*#!)!)"。

定理 1 " $ 是 !!# 中具光滑定向 ’(2)34567 边界

#$ 的有 界 域，%（ $）满 足 ’()*+,(-. 条 件，/（ $，&（#），

&（!），&（&），&（0））定 义 于 #$ 8 "( )#
0，满 足 对 $ 的

90:;7< 条件和对 &（ &），& = #，⋯，0 的 ’()*+,(-. 条件：

)/（$，&（#）
# ，&（!）

# ，&（&）
# ，&（0）

# ）/

/（$，&（#）
! ，&（!）

! ，&（&）
! ，&（0）

! ）)"$
*#& $ / + " $*#0 &（#）

# /&（#）
! $

*#1 &（!）
# /&（!）

! $*#> &（&）
# /&（&）

! $

*#? &（0）
# /&（0）

!

又设 /（$%，%，%，%，%）= %，$% 是 #$ 上一定点，1，2，3，4，

5# !"（ #$，"# ），)1 $ 3)"，)2 $ 4)"，)# / 1)"，

)2)" @ ’ @ #， )5)" = (， % @ ( @

*［# / !#’（*A $*## $ ! $ ,"）］

!#（*!! $*!&*）
，则问题 BC 可解，解表

达式为（1）式。

6（$）= "# $
（ $

/ # / +
/ #）（7

/ #!%（+）$ ( !D %（+）7
/ !）

)!# $ / + !#[ $

（7
/ ! / ( 7

/ # !
D
%（+））（ $

/ ! / +
/ !）

)!# $ / + ! ]#
;%+ （1）

证明" 令 8 =｛! !#!"（#$，"#），)!)"$*｝是

E242+, 空间 !"（#$，"#）的一闭子空间，由定理 !，推论

!，& 可得

)9!)"$!#’（*A $*## $ ! $ ,"）)!)" $

!# )5)" )/)"

对于)/)"：由已知，定理 !，0，推论 #，& 可得

"（/）= F2G
$## $

/（$，6 $（$），6 $（%（$）），6 /（$），

6 /（%（$）））/ /（$%，%，%，%，%）$

F2G
$## $

［*#& $ / $% " $*#0 6 $（$） $

*#1 6 $（%（$）） $*#> 6 /（$） $

*#? 6 /（%（$）））］$*#H $（*#0*#% $
*#1*#! $*#>*A $*#?*##）)!)" =

*#H $*#A)!)"

类似可证 !（/）$*!% $ *!#)!)"，故)/)"$*!! $
*!&)!)"，所以

)9!)"$!#’（*A $*## $ ! $ ,"）)!)" $
!#(（*!! $*!&)!)"）@*

故算子 9 是由 8 到 8 到自身的映射。

对任意函数列｛!:｝#8，设其在 #$ 上一致收敛于

!# 8，即 对(* I %，0; # <!，当 : I ; 时，有

)!: / !)" @ *，由定理 !，推论 #，!，& 有

（!: / !）- $（# $ ,"）*，.（!: / !）$
*A*，.-（!: / !）$*##*

/（$，!: / .!:，!-: / .-!:，/ .!:，/ .-!:）/

/（$，! / .!，!- / .-!，/ .!，/ .-!）$
*#? （!: / .!:）/（! / .!） $

*#H （!-: / .-!:）/（!- / .-!） $

*#A .!: / .! $*!% .-!: / .-! $
*#? （!: / !）/ .（!: / !） $

*#H （!: / !）- / .-（!: / !） $

*#A .（!: / !） $*!% .-（!: / !）$
（*#?*## $*#H*#& $*#A*A $
*!%*#1）)!: / !)"$*!0*

综上：存在 *!1 I %，使得 9!: / 9! $ *!1 *，即 9
为 8 上 的 连 续 映 射。 根 据 J<.7:2KJ*+5:( 定 理 知，8
是 "（#$）中的紧集，故 9 映射闭凸集 8 到自身，且 9

（8）也是 "（#$）中的紧集，由 L+,23;7< 不动点原理知，

至少存在一个 !%（$），使 9!% = !%。将此 !% 代入（1）式

得解 6（$）。 证毕
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