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关于整数矩阵几个问题的思考
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摘要：由于环中的元素未必有逆，因此域上的矩阵的那些结果在交换环上的矩阵就未必能够成立。在前人研究整数矩阵可

逆的等价条件、整数矩阵的初等变换、整系数线性方程组解的判定、整数矩阵的应用的基础上，进一步提出整数矩阵的特征

值、特征向量、相似以及相似对角化等问题，并得出了一系列结果。主要结果有整数矩阵仅通过整初等行变换一定可变成

上三角矩阵（下三角矩阵）；整特征向量对应的特征值一定是整数；对称整数矩阵的特征值与特征向量的关系；整数矩阵与

对角矩阵整相似的两个充要条件；对称整数矩阵 ! 有 ! 个不同的特征值，且 ! 可对角化，则 ! 一定是整对角矩阵。
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$ 基本定义与性质

$) $ 基本定义

相抵标准型、特征值、特征向量、相似标准型及对

角化［$LH］都是实矩阵中研究的重 点。本 文 将 在 交 换

环［JLI］上展开研究，用〈"$，""，⋯，"#〉表示 "$，""，⋯，"#

的最大公约数，" 表示单位阵，$（!）表示矩阵 ! 的秩，

%&"’ ! 表示 ! 为对角矩阵。

定义 $［D］! 设 "&("!，& M $，"，⋯，)，( M $，"，⋯，!，

称矩阵 ! M（"&(）) N ! 为整数矩阵，并记 ) N ! 的整数矩

阵全体为 #) N !（!）。

定义 "［O］! 设整数矩阵 !，$ 满足 !$ M $! M "，则

称矩阵 ! 是可逆的，并称 $ 为 ! 的逆，记为 ! P$ M$。

定义 %［G］! 将：$）交换任意两行；"）任意一行乘以

P $；%）任一行的任意整数倍加至另外一行上去。合称

为整数矩阵的整初等行变换；类似定义整初等列变换，

整初等行变换与整初等列变换统称为整初等变换。

定义 H! 设整数矩阵 !，$ 以及可逆整数矩阵 % 满

足 % P $!% M $，则称 ! 与 $ 整相似。

定义 J! 设有非零整向量 !（每个分量都是整数），

实数 "，使得 !! M "!，则称 " 为 ! 的特征值，并称 ! 为

! 的（特征值 " 对应的）特征向量。

整数矩阵的秩、整数方阵的行列式、对称整数矩阵

及整系数线性方程组［I］的定义直接参照实矩阵。

$) " 整数矩阵的性质

性质 $［$#］! 整数矩阵 ! 可逆# ! M $ 或 P $。

性质 "［$$］! 任何一个非零的 ) N ! 整数矩阵 ! 都

等价于整数矩阵
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其中 %&（& M$，"，⋯，*）为正整数，且%& %& Q$（ & M$，"，⋯，*

P$）。

性质 %! 若整数矩阵 ! 可逆，则 ! 的任一行或任

一列的各元素的最大公约数等于 $。

$) % 相关引理

引理 $! 整数矩阵
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则 !+ M # 有非平凡整数解当且仅当 $（!）R !。

证明! 必要性显然成立。

下证充分性。若 $（!）R !，则 !+ M # 一定有非零

有理解，不妨记其一解为 + M
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只须记 ! ! """# ⋯"#，那么 !$ 一定是则 !$ ! $ 的非平

凡整数解。 证毕

推论 "% 整数矩阵的整特征值一定有对应的整特

征向量。

引理 #% 若 ! !
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，% ! "，#，⋯，# 是整数矩阵 !

的特征向量，记 & !〈$"，$#，⋯，$#〉，则 " ! "
& ! 也是 !

的特征向量。

引理 &% 整数矩阵 ! 与对角矩阵整相似的一个必

要条件是 ! 的特征值全部是整数。

# 主要结果

定理 "% !""’ ’ #（!），则 ! 仅通过整初等行变换

一定能变成上三角矩阵（下三角矩阵）。

证明% 记 ! !（(%)）’ ’ #，首先考虑 ! 的第一列。

"）! 的第一列的元素全部为零，则看 ! 的第二列。

#）! 的第一列没有全部为零，可首先通过定义 &
的 #）将第一列中的小于零的元素全部变正，得到矩阵

# !（*%)）。如果 # 的第一列只有一个元素为正，则通

过定义 & 的 "）就可将第一列做成上三角。如果 # 的

第一列中的正元素不止一个，可记 + , $
’

% , "
*%"，显然 +

是有限正整数。如果 *-"%*." ( $，则通过定义 & 的 &）

将第 . 行的 ) " 倍加至第 - 行，此时得到矩阵记为 $ !

（/%)），显然$
’

% , "
/%" *+，重复这一步骤，总能经过有限次

操作之后，第一列元素之和不能再减少。此时第一列

元素有且只有一个为正，其余全为零。则将这一正数

对应的行交换至第一行即可。

由此 ! 已变成
% !
$ !( )

"
，继续类似变换 !"，! 一定

可以变成上三角矩阵。 证毕

定理 #% 整数矩阵的非零整特征向量对应的特征

值一定是整数。

证明% 由 引 理 " 可 得，不 妨 假 设 ! !
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，且

〈("，(#，⋯，(#〉! "，是整数矩阵 ! 的特征向量，对应的

特征值记为 #，则有 !! ! #!，利用有理数有限次和差

运算，乘法运算的封闭性可知，#! 是整向量，记 # ! 0
" ，

0 与 " 是互素的整数，那么

" (%，% ! "，#，⋯，#
从而

"〈("，(#，⋯，(#〉

所以 " ! " 或 ) "，即 # 一定是整数。 证毕

定理 &% 整数矩阵 ! 与对角矩阵整相似等价于 !
有 # 个线性无关的特征向量 !"，!#，⋯，!# 且

+,-（!"，!#，⋯，!#）! . "
定理 /% 如果整数矩阵 ! 有 # 个不同的特征值，任

取 ! 的 # 个线性无关的特征向量，分别记为 !"，!#，⋯，

!#，用 &% 表示 !% 的各元素的最大公约数，则 ! 整相似

于对角矩阵# !"，!#，⋯，!# ! 1&
#

% , "
&% 。

证明 % 先 证 必 要 性。不 妨 设 整 数 可 逆 阵 & !
""，"#，⋯，"( )# 使得 & ) "!& ! &%(2（#"，##，⋯，##），不

妨设 !% 就是特征值 # % 对应的特征向量，则’$% 使得 !%

! $%"%，利用性质 & 易知 $% ! . &%"!，所以 !% ! . &%"%。

故由性质 " 有

!"，!#，⋯，!# ! . &"""，&#"#，⋯，&#"# !

. ""，"#，⋯，"# &
#

% , "
&% ! . &

#

% , "
&%

再证充分性。只须令 & ! !"

&"
，
!#

&#
，⋯，

!#

&( )
#

，则 & 是

可逆整数矩阵，且 & 使 ! 整相似于对角矩阵。 证毕

推论 #% 在不计列向量的顺序以及列向量的正负

情况下，上面的 & 矩阵具有唯一性。

定理 0% 若对称整数矩阵 ! 有 # 个不同的特征值，

且 ! 可对角化，则 ! 一定是对角整矩阵。

证明% 设 & !（ !" ，!# ，⋯ ，! #）使 得

& ) "!& ! &%(2（#"，##，⋯，##）

所以

!& !&&%(2（#"，##，⋯，##）

故 !"，!#，⋯，!# 分别是 #"，##，⋯，## 对应的特征向

量，又由 ! 的对称性，可知 !"，!#，⋯，!# 是两两正交

的。于是
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取行列式得 ! " &
!

" # !
!#

" !"，所以 !#
" !" " !。从而 !!，

!$，⋯，!! 恰好取遍 !! 的标准正交基 $!，$$，⋯，$!，故

不妨记 !% " $"%，% " !，$，⋯，!，"!，"$，⋯，"! 构成 !，$，⋯，

! 的一个排列。从而

! ""&"’(（"!，"$，⋯，"!）"
% ! "

$"!，$"$，⋯，$"( )
!
&"’(（"!，"$，⋯，"!） $"!，$"$，⋯，$"( )

!
# "

&"’(（" "!，" "$，⋯，" "!）

必定是对角阵。 证毕
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