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摘要：设 !!（"）表示群 " 中元素阶的集合，#$（"），#"（"）分别表示 " 中最高阶元素的阶和次高阶元素的阶。?C @C &’I,(+8
等人 "##J 年证明了用元素阶集合 !!（"）和群的阶 " 刻画有限单群。本文试图用更少的数量刻画交错单群，并证明了：

$）设 " 为有限群，$ 为交错单群 %&（& K H，L，D，J，$#，$$，$%），则 ""$ 当且仅当 M" M K M$ M，且 #$（"）K #$（$）；"）设 " 为有

限群，$ 为交错单群 %&（& K N，$"），则 ""$ 当且仅当 M" M K M$ M，且 #’（"）K #’（$），’ K $，"。
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本文所讨论的群均为有限群，!!（"）表示群 " 的元素阶的集合，#$（"）表示群 " 中最高阶元素的阶，#"（"）

表示群 " 中次高阶元素的阶。设 # 为一正整数，!（#）表示 # 的素因子之集，特别地 !（"）K !（ M" M）。用 "（"）表

示 " 的素图，(（"）表示 " 的素图连通分支数，!’（’ K$，"，⋯，(（"））表示"（"）的连通分支所含顶点之集。如果" M M"
M，则总设 "#!$

［$］，其余符号及术语是标准的。

众所周知，在过去 %# 年里用群的阶和元素阶的集合刻画有限单群一直是单群数量刻画领域中的一个重要的

课题。课题的提出者施武杰教授及其学生对该课题做了大量的工作，并证明了几乎所有有限单群都可以通过群

的阶与元素阶之集合唯一刻画［"PN］。"##J 年俄罗斯数学家 ?C @C &’I,(+8 等人在施武杰教授工作的基础上最终完

成课题的证明［J］。笔者试图用更少数量去刻画有限单群，并用群的阶与最高阶元素的阶（少数情况下用到次高阶

元素的阶）刻画了单 )% P群、单 )G P群、散在单群、部分李型单群和部分对称群［$#P$%］。而本文继续这一工作，只用群

的阶、最高阶元的阶和次高阶元素的阶刻画了交错单群 %&（&$$%）。

$ 主要引理

引理 $［$］! 设 " 的素图分支大于 $，则 " 的结构是如下之一：

$）" 是 Q(+R9-4,: 群或者 "PQ(+R9-4,: 群；

"）" 有一正规列 $%*%)%"，使得 * 和
"
) 是 !$ P群，

)
* 是非交换单群，其中 "#!$，* 为幂零群，而且

"
) +,( )( )* 。

引理 "［$G］! 设 " 是偶阶 Q(+R9-4,: 群，) 是 Q(+R9-4,: 核，* 是 Q(+R9-4,: 补，则

(（"）K " 且 "（"）K｛!（*），!（)）｝

引理 %［$G］! 设 " 是偶阶 "PQ(+R9-4,: 群，则 (（"）K"，且 " 有正规列 $%*%)%"，使得

! )( )* K !"，!（*）&! "( )) K !$

"
) 和

)
* 均为循环群且满足

"
) %,( )( )* 。特别地

"
) S )

* ，" 可解。

引理 G［$H］! 设 !-群 * 作用在 ! 群 " 上，且 " 和 * 中至少有一个可解。则对任意素数 . M M" M，" 中存在 * 不
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变的 !"!"#$% 子群。

& & & & & & & & & & 表 ’& #$（$$’(）的阶及高阶与次高阶元的阶

% % &’（%） &)（%）

#* ))·(·* * (

#+ )(·()·* * ,

#- )(·()·*·- - +

#. )+·()·*·- ’* -

#/ )+·(,·*·- ’* ’)

#’0 )-·(,·*)·- )’ ’*

#’’ )-·(,·*)·-·’’ )’ )0

#’) )/·(*·*)·-·’’ (* (0

#’( )/·(*·*)·-·’’·’( (* (0

引理 *［’+］& 设 % 是交错单群 #$（$$’(），则 1% 1，&’（%）和 &)（%）如表 ’。

) 定理及其证明

定理 ’ & 设 % 为有限群，’ 为 交 错

单群 #$，其中 $ 2 *，+，-，/，’0，’’，’(。则

%"’ 当且仅当 1 % 1 2 1’ 1，且 &’（%）2
&’（’）。

证明& 必要性显然，下证充分性。先

讨论 ’ 2 #*，#+，#-，#’’的情形。因为方法

类似，所以只考虑 ’ 2 #*，#-。

当 ’ 2 #* 时，由 引 理 * 知 1 % 1 2
))·(·*，&’（%）2 *。因为 &’（%）2 *，所

以 * 是素图 !（%）的孤立点，从而 (（%）’
)。由引理 ’ 知 % 是 34$56789: 群或者 );
34$56789: 群，或者 % 有一正规列 ’%)

%*%%，使得 ) 和
%
* 是 "’ ;群，

*
) 是非交换单群，其中 )#"’。) 为幂零群，而且

%
* +,( *( )) 。

首先，如果 % 是 34$56789: 群，则由引理 ) 知

(（%）2 ) 且 !（%）2｛"（)），"（*）｝

其中 * 是 34$56789: 核，) 是 34$56789: 补。于是 * 要么为｛)，(｝;<=## 子群，要么为 *;!"#$%;子群。设 - 为 * 的一个

!"#$%;子群。因为 * 幂零，所以 1) 1 1（ 1 - 1 > ’）。于是可以选择 * 的适当的 !"#$%;子群 - 使得 ) 不整除 1 - 1 > ’，

从而得出矛盾。因此 * 不能为 *;!"#$%;子群。从而 * 为｛)，(｝;<=## 子群。考虑 * 的 (;!"#$%;子群，则有 * 1 )，矛

盾。故 % 不是 34$56789: 群。

其次，如果 % 是 );34$56789: 群，则由引理 ( 知 (（%）2)，且 % 有正规列 ’%)%*%%，使得

" *( )) 2")，"（)）&" %( )* 2 "’，
%
* #,( *( ))

因为 * 是 !（%）的孤立点，所以 ") 2｛*｝。因此 "（)）&" %( )* 2｛)，(｝，且
*
) 2 *。

又因为
%
* #,( *( )) 2 ,，所以 ( 1 1) 1。用 % 中的 * 阶元共轭作用在 ) 上，由引理 , 知存在 ) 的 (;!";

#$% 子群 . 在该作用下不变。因为 1 . 1 2 (，所以有 * 不整除 1 #,(（.）1。故该作用只能是平凡作用，这说明 % 中有

’* 阶元，矛盾。因此，% 不是 );34$56789: 群。

于是 % 有一正规列 ’%)%*%%，使得 ) 和
%
* 是 "’ 群，

*
) 是非交换单群，其中 )#"’。) 为幂零群，而

且
%
* +,( *( )) 。由 1% 1 2 ))·(·* 知

*
) 只能同构于 #*，因此 * 2 %，) 2 ’，即 %"#*。

当 ’ 2 #- 时，由引理 * 知 1 % 1 2 )(·()·*·-，&’（%）2-。因为 &’（%）2-，所以- 是素图!（%）的孤立点，从而 (

（%）’)。类似情形 ’ 2 #* 的讨论知 % 有一正规列’%)%*%%，使得) 和
%
* 是"’ 群，

*
) 是非交换单群，其中)#

"’。) 为幂零群，而且
%
* +,( *( )) 。由于 - 是 !（%）孤立点，故 -#" *( )) 。由文献［’+］知

*
) 同构于 .)

（-），.)（.）或 #-。

设
*
)".)（-）或 .)（.），由文献［’+］知 * 1 1) 1。设 . 为 ) 的 *;!"#$% 子群，则 1 . 1 2 *，且 .%%。用 % 的 - 阶

元共轭作用在 . 上，该作用平凡，% 中有 (* 阶元，矛盾。

于是
*
)"#-，因此 * 2 %，) 2 ’，即 %"#-。
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下面考虑情形 ! ! ""，"#$，"#%。因为方法类似，只考虑 ! ! ""，"#$的情形。

当 ! ! "" 时，由引理 & 知 ’ # ’ ! ()·%*·&·+，$#（#）! #&。易证 # 有一正规列 #%%%&%# 使得
&
% 为

非交换单群，且｛&，+｝(! &( )% 。事实上，令

# ! #$%#$ , #%⋯%##%#$ ! #
为 # 的一主群列，则存在正整数 ’ 使得｛&，+｝)!（#’）*+，而｛&，+｝)!（#’ - #）!+。取 & ! #’，% ! #’ - #，则 #

%%%&%# 为 # 的正规列，而
&
% 为

#
% 的极小正规子群。断言｛&，+｝(!（&）。如果 +#!（&）而 &,!（&），

那么 &#! #( )% 。由 ./011232 论断有 # ! (#（)+）&，其中 )+ 为 & 的一个的 +456789 子群。于是 &#!（(#（)+）），从

而 # 中有 %& 阶子群，矛盾，故 &#!（&）。同理可以证明当 &#!（&）时，+#!（&）。所以｛&，+｝(!（&），因此｛&，

+｝(! &( )% 。由于
&
% 为同构单群的直积，故

&
% 只能为非交换单群。而

&
% ()·%*·&·+。由文献［#)］知

&
% 同构于 "+，":，*%（*）或 ""。设

&
% 同构于 "+，":，*%（*），令 & ! &

% ，考虑 # 作用在 & 上，则
#
+#（&）

同构于

",-（&）的一子群，从而有
#
+#（&）

",-（&）。于是有 %#!（+#（&）），即说明 # ! #
% 中有 (# 阶元，矛盾。故

&
%"""，因此 & ! #，% ! #，即 #"""。

当 ! ! "#$时，由引理 & 知 ’# ’ ! (+·%*·&(·+，$#（#）! (#。类似情形 ! ! "" 的讨论知 # 有一正规列 #%%

%&%# 使得
&
% 为非交换单群，且｛&，+｝(! &( )% 。而

&
% (+ ·%* ·&( ·+，由文献［#)］知

&
% 同构于 "+，

":，*%（*），""，.( 或 "#$。设
&
% 同构于 "+，":，*%（*），""。令 & ! &

% 。考虑 # 作用在 & 上，则
#
+#（&）

同构于

",-（&）的一子群，从而有
#
+#（&）

",-（&）。于是有 &#!（+#（&）），即说明 # ! #
% 中有 %& 阶元，矛盾。设

&
%".(，此时有 %#!（+#（&））。又因为 .( 中有 #$ 阶元，所以 # ! #

% 中有 %$ 阶元，矛盾。故
&
% ""#$，因此 &

! #，% ! #，即 #""#$。 证毕

定理 (; 设 # 为有限群，! 为交错单群 "/，其中 / ! :，#(。则 #"! 当且仅当 ’ # ’ ! ’! ’，且 $’（#）! $’（!），’
! #，(。

证明; 必要性显然，下证充分性。因为证明方法类似，在此只讨论 ! ! "#(的情形。此时

’# ’ !("·%&·&(·+·##，$#（#）! %&，$(（#）! %$

类似定理 # 中情形 ! ! "" 的讨论知 # 有一正规列 #%%%&%# 使得
&
% 为非交换单群，且｛&，##｝(! &( )% 。由

文献［#)］知
&
% 同构于 !((，"##或 "#(。

设
&
% 同构于 !((，"##，令 & ! &

% ，考类 # 作用在 & 上，则
#
+#（&）

同构于 ",-（&）的一子群，从而有

#
+#（&）

",-（&）。于是有 %#!（+#（&）），即说明 # ! #
% 中有 %% 阶元，与 $#（#）! %&，$(（#）! %$ 矛盾。

故
&
%""#(，因此 & ! #，% ! #，即 #""#(。 证毕

作为定理 # 和定理 ( 的推论，有定理 %。

定理 %; 设 # 为有限群，! 为交错单群 "/，其中 /$#%。则 #"! 当且仅当 ’# ’ ! ’! ’，且 !0（#）! !0（!）。
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