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&G矩阵 H’I’6’(I 积最小特征值的新下界
!

刘! 新，杨晓英
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摘要：关于 &G矩阵 ! 与 &G矩阵 " 的逆矩阵的 H’I’6’(I 积最小特征值的下界问题，近年来受到许多学者的关注与研究。

首先介绍相关背景，进而利用 0’,>1<G=>1L4;M 不等式 !，( )" "" !，( )! "，( )" ，矩阵的 *’>+N4 迭代矩阵和矩阵特征值与特征向

量的关系研究了非奇异 &G矩阵 ! 和非奇异 &G矩阵 " 的逆矩阵的 H’I’6’(I 积 ! #" O $最小特征值下界问题，得到如下一组

新的下界估计式。最后通过算例分析说明，新的下界估计式在一定条件下改进了其他现有结果。
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! ! ! 表示正整数集合，即 ! S｛$，"，⋯，!｝；"" T !

（#" T !）表示 " T ! 阶实（复）矩阵；#（#）表示 ! T ! 阶

非负矩阵 # 的 U9((+- 根。将所有非对角元素都为非正

实数的 ! 阶方阵的集合记为 $!。设矩阵 ! S（#$% ）$
"! T !，若 #$%%#，$，%$!，则称矩阵 ! 为非负矩阵，记 !
%#。设矩阵 ! S（#$%）$$!，则 ! 可以表示为 ! S $% O
"，其中 "%#，当 $%#（"）时，则称 ! 为 &G矩阵。特别

地，当 $ V #（"）时，称 ! 为非奇异 &G矩阵；当 $ S #（"）

时，称 ! 为奇异 &G矩阵。并记为 &! 为 ! 阶 &G矩阵。

令 !$&! 是不可约矩阵，则存在正向量 &，’，使

得

!& S %（!）&，’W! S %（!）’W

则向量 &，’ 分别被称为矩阵 ! 的右 U9((+- 特征向量

和左 U9((+- 特征向量。设矩阵 ! S（#$%）是 &G矩阵，令

’ S( O !，其中 ( S ($#)（#$$ ）。定义 )* S ( O $’，则

)*称为矩阵 ! 的 *’>+N4 矩阵，且 )* 是非负矩阵。

对于 ! S（#$%）$$
! T !，记

%（!）S 64-｛ $ ：$$&（!）｝

其中 &（!）表示矩阵 ! 的谱，%（!）称为 ! 的最小特征

值。

设矩阵 !$#! T !，!%"，若存在 ! 阶置换矩阵 #，

使得 #W!# S
!$$ !$"

# ![ ]
""

，其中 !$$是 + 阶子矩阵，!""是

! O + 阶子矩阵，$"+ X !，则称矩阵 ! 为可约矩阵。反

之，则称矩阵 ! 为不可约矩阵。

设 ! S（ #$% ）$ #" T !，" S（ ,$% ）$ #" T !，-$% S

#$$,$$，% S $

O #$%,$%，%&{ $
，记 !’" S（-$%）$#

" T !，称为矩阵 ! 与 "

的 Y’- 积。令 +%$，记 !［ +］S（($%），称 !［ +］为 ! 的 + 次

Y’- 幂，其中

($% S
#$$

+，% S $

O #$%
+，%&{ $

显然 !［$］S !，!［"］S !’!。

设 ! S（#$%）$#
" T !，" S（,$%）$#

* T +，用 ! #" 表示

! 和 " 的对应元素相乘而成的 " T ! 阶矩阵，即

! #" S（#$%,$%）$#
" T !

则 ! #" 称为 ! 和 " 的 H’I’6’(I 积。

$RKK 年，Y49I.9( 和 &’(Z1’6 在文献［$］中得出结

论：如果 ! 和 " 都是 &.矩阵，则 ! #" O $ 也是 &.矩阵。

关于 ! #" O $的最小特征值下界的估计，近年来受到许

多学者的关注和研究，得到一系列估计式［"GR］。文献

［%］的定理 P) D) %$ 给出如下经典结论

%（! #" O $）%%（!）64-
$"$"!

’$$

"##K 年，黄荣［[］给出 %（! #" O $ ）的一个更为精确的估

计式
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$ O #（)*）#（)/）

$ \ #"（)/）
64-
$"$"!

#$$

,$$

"#$# 年，李耀堂等［P］给出了一个比文献［[］中的结果

更好的估计式
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本文将继续这一问题的研究，利用 !"#$%&’($%)*+,
不等式给出 ! #" - . 最小特征值的一些新的下界估计

式，算例表明新下界估计式改进了文献［/’0］中的相应

结果。

. 相关引理

引 理 .［1］ 2 设 ! 3（!.，!4，⋯，!"）
5 % 6，# 3

（#.，#4，⋯，#"）
5%6，则
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对 & 3 .，4 成立。

引理 4［.］2 设 #$$" 且为不可约，若存在不为零

的非负向量 ’ 使得 #’%&’，则 !（#）%&。

引理 /［7］2 设 " 3（#$(）$$" 不可约，" - . 3（"$(），

令 ) 3（).，)4，⋯，)"）
5是正向量使得 %*) 3 #（%*）)，则
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.
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.
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引理 7［9］2 设$ 3（+$(）是 " 阶非奇异 :’矩阵，& 3
（"$(）是 " 阶非负矩阵，则 #（$ - .&）满足
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42 主要结果

定理 .2 设 ! 3（!$(），" 3（#$(）$$"，"
- . 3（"$(），

则

!（! #" - .）%

;*=
$$!

｛!$$"$$ -［（" - .）（!&
$$ - !（!［&］））］

.
& #（%*）"$$｝

其中 & 3 .，4。

证明2 首先假设 ’ 3 ! #" - . 不可约，则 !，" 是不

可约 :’矩阵。从而 ,（!）强连通，所以 ,（!［&］）也强

连通。所以存在 -［&］3（-&
.，-&

4，⋯，-&
"）

5 > 6 为 !［&］的右

?@AAB= 特征向量。记
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5 > 6
分别为矩阵 !，" 的右 ?@AAB= 特征向量。
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令 ’ 3 -.，则 ’ > 6，所以对于任意的 $$!，有
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由引理 4，得
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对于 & 3 .，4 成立。

若 ’ 是可约矩阵，定义 ( 3（0$(）为 " 阶置换矩阵，

其中

0.4 3 04/ 3 ⋯ 3 0" - .，" 3 0". 3 .
其余元素为零。对于足够小的 $ > 6，! - $(，" - $(
的所有顺序主子式为正。所以当 $ > 6 足够小时，! -
$(，" - $( 均为不可约 :’矩阵。用 ! - $( 与 " - $(
分别代替 ! 与 "，再令 $)6，则由连续性知结论对 & 3
.，4 仍然成立。 证毕

对于矩阵 "，若记

(
&&(

#(&

#((
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则由引理 7 和定理 . 可以得到如下结论。

推论 .2 设 ! 3（!$(），" 3（#$(）$$"，"
- . 3（"$(），

则
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其中 & 3 .，4。

由引理 / 和定理 . 可得如下推论。

推论 42 设 ! 3（!$(），" 3（#$(）$$"，"
- . 3（"$(）。

则有：.）2 2 2 2 2 !（! #" - .）%
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其中 & 3 .，4。
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其中 & 3 .，4。

例2 设 ! 3
/ - .[ ]- . 4

，" 3
7 - .[ ]- 4 /

，则

! #" - . 3
6C D - 6C .[ ]- 6C 4 6C E

。易得
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!（ !!）! "# $"%，"（"）! "# &’$，"（" ## ( )）! "# &
由文献［*］中的定理 +# &# *) 可得

"（" ## ( )）%"（"）,-.
)"""#

#"" ! "# /*

由文献［$］中的定理 0 可知
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利用文献［+］中的定理 /# )，有
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利用本文的定理 )，令 * ! )，得

"（" ## ( )）%
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令 * ! /，可得
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)
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"# ’/) )
注2 数值算例表明定理 ) 的结果改进了文献［*］

的定理 +# &# *)、文献［$］的定理 0 和文献［+］的定理

/# ) 的结果。
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