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不同复混沌系统的修正函数投影同步
*
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(1.淮安信息职业技术学院,江苏 淮安223003;2.南京航空航天大学理学院,南京210016)

摘要:对一个新的复混沌系统和复混沌吕系统,通过 Matlab软件画出2个复系统的混沌吸引子图像,以新的复混沌系统

作为驱动系统,复混沌吕系统作为响应系统,构造同步系统,在参数未知的情况下通过设计非线性控制器和参数自适应律

实现了两个不同的复混沌系统的修正函数投影同步,构造Lyapunov函数,基于Lyapunov稳定性理论,应用Lyapunov第

二方法,从理论上证明了该方法的有效性;通过 Matlab软件对同步系统进行数值仿真,仿真结果显示在控制器和参数自

适应律的作用下,两个系统在5s内就能同步,仿真结果进一步验证了该方法的有效性和可行性。
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  自从Pecora和Carroll[1]首先提出并实现了混沌

系统的驱动响应同步以来,由于它在通信保密等领域

的潜在应用价值,受到了人们的广泛关注;同时,各种

同步方案相继提出,如完全同步、反同步、相同步、滞后

同步、广义同步、投影同步、修正函数投影同步等[2-12]。
混沌同步研究逐步成为非线性科学研究热点之一。这

些研究主要集中在研究相同结构的混沌系统间的同

步,且状态变量都是实数形式。而复数形式的混沌系

统的同步研究相对较少,近年来GamalM.Mahmoud
等人做了很多这方面的工作[13-16],朱红兰等人也研究

了一个新的复混沌系统并实现了其同步[17]。
本文在参数未知的情况下研究两个不同复混沌系

统的修正函数投影同步,然后通过理论与数值仿真验

证方法的有效性。

1系统描述

最近朱红兰等人研究了一个新的复混沌系统[17],
系统的方程如下
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复混沌吕系统[18]的方程如下

x·=α(y-x)

y
·=-xz+βy
z·=1/2(xy+xy)-γ
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(1)、(2)式中a,b,c,α,β,γ为系统参数,x=u1+

iu2,y=u3+iu4 是复变量,i= -1,z=u5,是实变量,
x,y分别表示x,y的共轭函数。

当参数a=35,b=10,c=25时,新的复混沌系统

(1)处于混沌状态,混沌吸引子如图1所示。对于复混

沌吕系统(2),当参数α=29,β=21,γ=1时,系统处于

混沌状态,混沌吸引子如图2所示。

图1 新复混沌系统的混沌吸引子

图2 复混沌吕系统的吸引子
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2两个复混沌系统的修正函数投影同步

本节讨论两个复混沌系统的修正函数投影同步,
以新复混沌系统作为驱动系统,复混沌吕系统作为响

应系统,驱动和响应系统分别表示如下

x·1=a(y1-x1)-y1z1

y
·
1=cx1-y1-x1z1
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其中,x1=u11+iu21,y1=u31+iu41是复变量,z1=u51
为实变量。响应系统的形式为

x·2=α(y2-x2)+(v1+iv2)

y
·
2=-x2z2+βy2+(v3+iv4)

z·2=1/2(x2y2+xy2)-γz2+v
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其中,x2=u12+iu22,y1=u32+iu42,z2=u52,v1+iv2,

v3+iv4,v5 是待设计的控制器,控制驱动系统和响应

系统的同步。
为了确定待设计的控制器,定义误差状态变量

eu1+ieu2=x1-m1(t)x2=

u11-m1(t)u12+i(u21-m1(t)u22)

eu3+ieu4=y1-m2(t)y2=

u31-m2(t)u32+i(u41-m2(t)u42)

eu5=z1-m3(t)z2=u51-m3(t)u
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其中,m1(t),m2(t),m3(t)≠0,是关于t的函数,现在

的目标是设计合适的自适应控制器,使得响应系统

(4)能够全局渐近修正函数投影同步驱动系统(3),即

lim
t→¥

eu1+ieu2 =0,limt→¥
eu3+ieu4 =0,limt→¥

eu5 =0。

由(3)式和(4)式,可以得到误差动态方程为

e·u1+ie
·
u2=a(u31-u11)+u31u51-m·1(t)u12-

m1(t)(α(u32-u12)+v1)+
i(a(u41-u21)+u41u51+v2-

m·1(t)u22-m1(t)(α(u42-u22)+v2))

e·u3+ie
·
u4=cu11-u31-u11u51-m·2(t)u12-

m2(t)(βu32-u12u52+v3)+

i(cu21-u41-u21u51-m·2(t)u22-
m2(t)(βu42-u22u52+v4))
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对误差系统进行虚实部分离,误差系统可转化为

(5)式的形式。
现在的目标就是设计合适的控制器使得误差系统

(5)在零点是一致渐近稳定的。设计(6)式的非线性控

制器。

e·u1=a(u31-u11)+u31u51-m·1(t)u12-

m1(t)(α(u32-u12)+v1)

e·u2=a(u41-u21)+u41u51+v2-m·1(t)u22-

m1(t)(α(u42-u22)+v2)

e·u3=cu11-u31-u11u51-m·2(t)u32-

m2(t)(βu32-u12u52+v3)

e·u4=cu21-u41-u21u51-m·2(t)u42-

m2(t)(βu42-u22u52+v4)

e·u5=u11u31+u21u41-bu51-m·3(t)u52-
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v1= 1
m1(t)

[a1(u31-u11)-m1(t)α1(u32-

u12)+k1eu1-m·1(t)u12+u31u51]

v2= 1
m1(t)

[a1(u41-u21)-m1(t)α1(u42-

u42)+k2eu2-m·1(t)u22+u41u51]

v3= 1
m2(t)

[c1u11-m2(t)(β1u32+u12u52)-

u31-u11u51+k3eu3m
·
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v4= 1
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u42u22)+u21u41+u11u31+k5eu5-m
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参数自适应律为

a·1=(u31-u11)eu1+(u41-u21)eu2

b
·
1=-u51eu5

c·1=u11eu3+u21eu4

α·1=(u12-u32)m1(t)eu1+(u42-u22)m2(t)eu2

β
·
1=-m2(t)u32eu3-m2(t)u42eu4

γ·1=m3(t)u52eu
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其中,ki 是正的反馈增益。a1,b1,c1,α1,β1,γ1,d1 是对

参数a,b,c,α,β,γ的估计。
定理 对于任意给定的函数mi(t)(i=1,2,3),在

非线性控制器(6)和参数自适应律(7)的作用下,可实

现驱动系统(3)和响应系统(4)的修正函数投影同步。
证明 选取Lyapunov函数为

V=12
(e2u1+e

2
u2+e

2
u3+e

2
u4+e

2
u5+e

2
a+e2b+e2c+

e2α+e2β+e2γ)
其中,ea=a1-a,eb=b1-b,ec=c1-c,eα=α1-α,eβ=
β1-β,eγ=γ1-γ,将其沿(5)式求导,并将控制器(6)和
参数自适应律(7)代入,得
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V
·
=eu1e

·
u1+eu2e

·
u2+eu3e

·
u3+eu4e

·
u4+eu5e

·
u5+

eae
·
a+ebe

·
b+ece

·
c+eαe

·
α+eβe

·
β+eγe

·
γ=

-k1e2u1-k2e
2
u2-k3e

2
u3-k4e

2
u4-k5e

2
u5=-e

TPe
其中,e=(eu1

,eu2
,eu3
,eu4
,eu5
,ea,eb,ec,eα,eβ,eγ)T,

P=diag[k1,k2,k3,k4,k5,0,0,0,0,0,0]T,则P 是正

定的,因此V
·

是半负定的,但不能立即得到误差系统

(5)是渐近稳定的。

实际上,V
·
≤0,因此eu1

,eu2
,eu3
,eu4
,eu5
,ea,eb,ec,

eα,eβ,eγ∈L¥,从误差系统可知e·u1,e
·
u2
,e·u3,e

·
u4
,e·u5∈

L¥。因为V
·
=-eTPe,所以有

∫
t

0
λmin(P)‖e‖2dt≤∫

t

0
etPedt≤∫

t

0
-V

·
dt=

V(0)-V(t)≤V(0)
其中,λmin(P)是正定有界矩阵P 的最小特征值,因为

eu1
,eu2
,eu3
,eu4
,eu5∈L2,根据Barablat引理有(eu1

,
eu2
,eu3
,eu4
,eu5
)→(0,0,0,0,0),当t→0时i.elim

t→¥

‖e(t)‖=0,因此驱动系统(3)和响应系统(4)是同步

的。 证毕

3数值仿真

用 MATLAB对同步系统进行仿真,采用Runge-
Kutta45算法,取步长为0.01。反馈增益(k1,k2,k3,
k4,k5)=(1,1,1,1,1),驱动系统(4)的参数a,b,c分

别取为35、10、25,响应系统的参数α、β、γ 分别取为

29、21、1,此时驱动系统与响应系统都处于混沌状态。
初始值(x1(0),y1(0),z1(0))=(0.1+0.1i,0.01+
0.2i,0.3),响应系统(5)的初始值可以任意选取,不妨

取为(x2(0),y2(0),z2(0))=(0.2+0.2i,0.02+0.3i,
0.4),参数的估计的初始值不妨取为a1(0)=0,b1(0)
=0,c1(0)=0,α1(0)=0,β1(0)=0,γ1(0)=0,d1(0)=

0,令m1(t)=3sinπtæ

è
ç

ö

ø
÷

5
,m2(t)=20+4sinπtæ

è
ç

ö

ø
÷

5
,m3(t)=

30+5sinπtæ

è
ç

ö

ø
÷

5
,同步效果如图3、图4所示。

从图3中可以看出响应系统(4)和驱动系统(3)很
快达到同步,说明设计的控制器是快速有效的,从图4
中可以看出随着时间的变化参数自适应律很快将未知

参数估计至真值。

4结论

本文在参数未知的情况下通过设计自适应控制器

和参数自适应律,实现了两个不同复混沌系统的修正

函数投影同步,从理论上予以证明,并通过数值仿真的

方法进行了验证,所设计的参数更新规则可将未知参

数估计至真值。鉴于修正函数投影同步的特点,将其

应用到混沌保密通讯中,具有更强的保密性。

图3 驱动系统与响应系统的同步误差曲线

图4 参数估计的误差曲线
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AdaptiveModifiedFunctionProjectiveSynchronizationofDifferentChaoticComplexSystems

ZHANGXue-bing1,ZHAOHong-yong2
(1.Huai’anCollegeofInformationTechnology,Huai’anJiangsu223003;

2.Dept.ofMathematics,NanjingUniversityofAeronauticsandAstronautics,NanjingJiangsu210016,China)

Abstract:Inthispaper,thechaoticattractorsofthenewcomplexchaoticsystemandthecomplexchaoticlüsystemaregiven
throughtheMatlabsoftware.TheninordertoobservetheMFPSsynchronizationbehaviorbetweentwocomplexchaoticsystemswe
assumethatthenewchaoticcomplexsystemdrivesthechaoticcomplexLüsystem.BasedontheLyapunovstabilitytheoremanda-
daptivecontrolmethod,adaptivecontrollersandparametersupdatelawscanbepresentedfortheMFPSbetweentwodifferentcom-
plexsystemswithfullyunknownparameters.Numericalsimulationsarepresentedtoshowtheeffectivenessoftheproposedsyn-
chronizationschemes.
Keywords:complexchaoticsystem;modifiedfunctionprojectivesynchronization(MFPS);adaptivecontrol
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