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关于极大极小分式规划的一个二阶对偶

焦合华
（长江师范学院数学与计算机学院，重庆涪陵４０８１００）

摘要：本文研究了一类广义极大极小分式规划问题（Ｐ）。利用二阶（犉，α，ρ，犱）犐型函数和（犉，α，ρ，θ）犱犞一致不变凸函
数，引入了二阶（犉，α，ρ，θ）伪拟犱犞犐型一致不变凸函数和二阶（犉，α，ρ，θ）严格伪拟犱犞犐型一致不变凸函数的概念，并建
立了该极大极小分式规划问题（Ｐ）的一个二阶对偶模型（Ｄ）。最后，在此二阶广义（犉，α，ρ，θ）犱犞犐型一致不变凸性条件
下，并利用函数犉的次线性，得到了规划问题（Ｐ）和对偶问题（Ｄ）的弱对偶定理，强对偶定理和严格逆对偶定理。本文所
得结果改进和推广了以前文献的一些相应结果。
关键词：极大极小规划；分式规划；二阶对偶；广义（犉，α，ρ，θ）犱犞犐型一致不变凸
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　　极大极小分式规划是数学规划的重要类型之一，
它在多目标规划、选择投资组合及工程设计等方面都
有重要应用。一直以来，对极大极小分式规划的最优
性条件和对偶性研究是最优化理论的热门领域之一。

本文讨论如下广义极大极小分式规划问题

（Ｐ）ｍｉｎ狓∈犛ｓｕｐ狔∈犢
犳（狓，狔）
犺（狓，狔）

ｓ．ｔ．犵（狓）≤
烅
烄

烆 ０
其中犛＝｛狓∈犡：犵（狓）≤０｝为规划（Ｐ）的可行集，犡为
犚狀的开子集，犢为犚犾的紧子集，设犳，犺：犡×犢→犚和
犵：犡→犚犿关于狓的一、二阶偏导数均连续，并且对
（狓，狔）∈犛×犢，犳（狓，狔）≥０，犺（狓，狔）＞０。

Ｙａｄａｖ和Ｍｕｋｈｅｒｊｅｅ［１］为可微的凸极大极小分式
规划问题（Ｐ）建立了２个对偶模型，并得到了一些对
偶结果。Ｃｈａｎｄｒａ和Ｋｕｍａｒ［２］改进了文献［１］中规划
问题（Ｐ）的２个对偶模型，并获得了几个对偶结果。
之后，许多学者在各种广义凸性条件下建立了规划
（Ｐ）的最优性条件和对偶定理［３５］。

二阶对偶相对于一阶对偶而言具有计算上的优
势。１９７５年，Ｍａｎｇａｓａｒｉａｎ［６］首先在一类非线性规划
中建立了二阶对偶模型，并得到了一些对偶结果。
Ｂｅｃｔｏｒ等［７］在一类广义不变凸性条件下建立了极大极
小规划的二阶对偶定理。Ｌｉｕ［８］利用二阶广义Ｂ不变
凸推广了文献［７］中相应结果。Ｈｕｓａｉｎ等［９］在一类广
义凸性条件下，分别证明了不可微极大极小规划的

ＭｏｎｄＷｅｉｒ型和Ｍａｎｇａｓａｒｉａｎ型二阶对偶定理。最
近，Ｈｕｓａｉｎ等［１０］以及Ｓｈａｒｍａ和Ｇｕｌａｔｉ［１１］分别利用２
种不同广义凸性建立了极大极小分式规划问题（Ｐ）的
二阶对偶定理。

Ａｈｍａｄ等［１２］在二阶（犉，α，ρ，犱）犐型条件下，证
明了一类不可微极大极小规划的二阶ＭｏｎｄＷｅｉｒ型
和Ｗｏｌｆｅ型对偶定理。而Ｊａｙｓｗａｌ等［１３］利用（犉，α，ρ，θ）
犱犞一致不变凸性，得到了一类非光滑多目标规划问
题的一些最优性充分条件和ＭｏｎｄＷｅｉｒ型对偶定理。

本文受文献［１０１３］中工作的启发，结合二阶
（犉，α，ρ，犱）犐型函数和（犉，α，ρ，θ）犱犞一致不变凸函
数，引入二阶（犉，α，ρ，θ）（严格）伪拟犱犞犐型一致不变
凸的概念，建立极大极小分式规划问题（Ｐ）的一个二
阶对偶模型，并在此二阶广义犐型一致不变凸性条件
下，讨论其弱对偶，强对偶和严格逆对偶定理。

１预备知识
设犕＝｛１，２，…，犿｝，对任意的狓∈犛，规定

犑（狓）＝｛犼∈犕：犵犼（狓）＝０｝
犢（狓）＝狔∈犢：犳（狓，狔）犺（狓，狔）＝ｓｕｐ狕∈犢

犳（狓，狕）
犺（狓，狕｛ ｝）

犓（狓）＝｛（狊，狋，狌）∈犖×犚狊＋×犚犾狊：１≤狊≤狀＋１，

狋＝（狋１，狋２，…，狋狊）∈犚狊＋，∑
狊

犻＝１
狋犻＝１，狌＝（狔１，狔２，…，狔狊），

狔犻∈犢（狓），犻＝１，２，…，｝狊
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定义１［１２］　称函数犉：犡×犡×犚狀→犚关于第三变
元是次线性的，如果对狓，狓∈犡，有
１）犉（狓，狓；γ１＋γ２）≤犉（狓，狓；γ１）＋

犉（狓，狓；γ２），γ１，γ２∈犚狀
２） 犉（狓，狓；犽γ）＝犽犉（狓，狓；γ）

犽∈犚＋，γ∈犚狀
注　由２）可知，犉（狓，狓；０）＝０，并由１）可得
－犉（狓，狓；－γ）≤犉（狓，狓；γ），γ∈犚狀

设α＝（α０，α１）：（犡×犡）→犚＋＼｛０｝，ρ＝（ρ０，ρ１）∈
犚×犚，犫０，犫１：犡×犡→犚＋，０，１：犚→犚，犱：犚→犚（满足
犱（０）＝０），θ：犡×犡→犚＋（满足θ（狓，狓）＝０狓＝狓），并
设Ψ，Γ：犡→犚在狓∈犡处都是二阶可微的，符号“!”
表示关于狓的梯度“!狓”。

借助二阶（犉，α，ρ，犱）犐型函数［１２］和（犉，α，ρ，θ）
犱犞一致不变凸函数［１３］，提出如下概念。

定义２　称（Ψ，Γ）在狓∈犡点是二阶（犉，α，ρ，θ）伪
拟犱犞犐型一致不变凸的，若对狓∈犛，狆∈犚狀，存在
犱，θ，犫狋，狋，α狋，ρ狋（狋＝０，１）和函数犉使得

犉（狓，狓；α０（狓，狓）｛!Ψ（狓）＋!

２Ψ（狓）狆｝）＋
ρ０犱２（θ（狓，狓））≥０

犫０（狓，狓）０Ψ（狓）－Ψ（狓）＋１２狆
Ｔ
!

２Ψ（狓）［ ］狆≥０

－犫１（狓，狓）１Γ（狓）－１２狆
Ｔ
!

２Γ（狓）［ ］狆≤０
犉（狓，狓；α１（狓，狓）｛!Γ（狓）＋!

２Γ（狓）狆｝）＋
ρ１犱２（θ（狓，狓））≤０

在以上定义中，若
犉（狓，狓；α０（狓，狓）｛!Ψ（狓）＋!

２Ψ（狓）狆｝）＋
ρ０犱２（θ（狓，狓））≥０

犫０（狓，狓）０Ψ（狓）－Ψ（狓）＋１２狆
Ｔ
!

２Ψ（狓）［ ］狆＞０
则称（Ψ，Γ）在狓∈犡点是二阶（犉，α，ρ，θ）严格伪拟犱
犞犐型一致不变凸的。

下面定理在证明强对偶定理中是必要的。
定理１［２］　设狓是规划（Ｐ）的一个最优解，并且

!犵犼（狓），犼∈犑（狓）线性独立，则存在（狊，狋，狌）∈犓（狓），
λ∈犚＋和μ∈犚犿＋使得

!∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻））＋!∑

犿

犼＝１
μ犼犵犼（狓）＝０

犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻）＝０，犻＝１，２，…，狊

∑
犿

犼＝１
μ犼犵犼（狓）＝０

２对偶性
下面建立极大极小分式规划（Ｐ）的二阶对偶模型

（Ｄ），并在二阶广义（犉，α，ρ，θ）犱犞犐型一致不变凸条
件下证明其弱对偶、强对偶和严格逆对偶定理。

（Ｄ）ｍａｘ（狊，狋，狌）∈犓（狕）
ｓｕｐ（狕，μ，λ，狆）∈犎（狊，狋，狌）

λ

!∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

!

２∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））狆＋

!∑
犿

犼＝１
μ犼犵犼（狕）＋!

２∑
犿

犼＝１
μ犼犵犼（狕）狆＝０ （１）

∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）－

１
２狆

Ｔ
!

２∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕［ ］）狆≥０

（２）

∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）－
１
２狆

Ｔ
!

２∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）狆≥０，β＝１，２，…，狉
（３）

犑β犕，β＝０，１，２，…，狉满足∪狉β＝０犑β＝犕且犑β∩犑γ＝
，如果β≠γ。

其中，对（狊，狋，狌）∈犓（狕），犎（狊，狋，狌）是满足以上关
系（１）～（３）式的所有点（狕，μ，λ，狆）∈犚狀×犚犿＋×犚＋×犚狀
的集合。

若对某（狊，狋，狌）∈犓（狕），犎（狊，狋，狌）＝，则定义
ｓｕｐ犎（狊，狋，狌）λ＝－"

。
定理２　（弱对偶）设狓和（狕，μ，λ，狊，狋，狌，狆）分别

为规划（Ｐ）和对偶（Ｄ）的可行解，并且
１）对β＝１，２，…，狉，若

∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（·，狔犻）－λ犺（·，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（·［ ），∑犼∈犑βμ犼犵犼（·］）

在狕点是二阶（犉，α，ρ，θ）伪拟犱犞犐型一致不变凸；
２）０（犪）≥０犪≥０，犪≥０１（犪）≥０，犫０（狓，狕）＞

０，犫１（狓，狕）≥０；
３）α０（狓，狕）＝α１（狓，狕），ρ０≥－狉ρ１，则ｓｕｐ狔∈犢

犳（狓，狔）
犺（狓，狔）≥λ。

证明　因为犪≥０１（犪）≥０，犫１（狓，狕）≥０，所以
由（３）式可得

－犫１（狓，狕）１∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）［ －
１
２狆

Ｔ
!

２∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）］狆≤０，β＝１，２，…，狉
再由条件１）的第２部分，上式可推得
犉（狓，狕；α１（狓，狕）!∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）｛ ＋!

２∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）｝狆）＋

ρ１犱２（θ（狓，狕））≤０，β＝１，２，…，狉
以上不等式组相加，并结合函数犉的次线性即定义１
的条件１）可得
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犉（狓，狕；α１（狓，狕）｛!∑犼∈犕＼犑０μ犼犵犼（狕）＋
!

２∑犼∈犕＼犑０μ犼犵犼（狕）狆｝）＋狉ρ
１犱２（θ（狓，狕））≤０

利用（１）式和犉的次线性的注，上式又可推得

－犉（狓，狕；α１（狓，狕）｛!［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］＋!

２［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］狆｝）＋狉ρ
１犱２（θ（狓，狕））≤０

考虑定理２中的条件３），可得

犉（狓，狕；α０（狓，狕）｛!［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］＋!

２［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］狆｝）＋ρ
０犱２（θ（狓，狕））≥０

再根据定理２中的条件１）的第１部分，又可推得

犫０（狓，狕）０｛∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狓）－∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））－

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）＋
１
２狆

Ｔ
!

２［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－

λ犺（狕，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］狆｝≥０
由犫０（狓，狕）＞０，０（犪）≥０犪≥０和（２）式，可得

∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（狓）≥０

再由狓∈犛，μ≥０可得

∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻））≥０

因此，存在某个犻０使得犳（狓，狔犻０）－λ犺（狓，狔犻０）≥０。所
以ｓｕｐ
狔∈犢
犳（狓，狔）
犺（狓，狔）≥

犳（狓，狔犻０）
犺（狓，狔犻０）≥λ

。 证毕
定理３　（强对偶）设狓是规划（Ｐ）的一个最优解，

且
!犵犼（狓），犼∈犑（狓）线性独立，则存在（狊，狋，狌）∈犓（狓）

和（狓，μ，λ，狆＝０）∈犎（狊，狋，狌）使得（狓，μ，λ，狊，狋，狌，狆＝
０）是对偶（Ｄ）的一个可行解，且其目标函数值相等。
而且，若定理１的条件对规划（Ｐ）和对偶（Ｄ）的所有可
行解均成立，则（狓，μ，λ，狊，狋，狌，狆＝０）是对偶（Ｄ）的一
个最优解。

证明　因为狓是规划（Ｐ）的一个最优解，且
!犵犼（狓），犼∈犑（狓）线性独立，所以，由定理１知，存在
（狊，狋，狌）∈犓（狓）和（狓，μ，λ，狆＝０）∈犎（狊，狋，狌）使得
（狓，μ，λ，狊，狋，狌，狆＝０）是对偶（Ｄ）的一个可行解，且其
目标函数值相等。而（狓，μ，λ，狊，狋，狌，狆＝０）是对偶（Ｄ）

的一个最优解由定理２直接可得。 证毕
定理４　（严格逆对偶）设狓和（狕，μ，λ，狊，狋，狌，狆）

分别是规划（Ｐ）和对偶（Ｄ）的可行解，如果
１）ｓｕｐ

狔∈犢
犳（狓，狔）
犺（狓，狔）＝λ；

２）对β＝１，２，…，狉，［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（·，狔犻）－

λ犺（·，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（·），∑犼∈犑βμ犼犵犼（·）］在狕点是二阶
（犉，α，ρ，θ）严格伪拟犱犞犐型一致不变凸的；
３）０（犪）＞０犪＞０，犪≥０１（犪）≥０，犫０（狓，狕）＞

０，犫１（狓，狕）≥０；
４）α０（狓，狕）＝α１（狓，狕），ρ０≥－狉ρ１。

则狓＝狕。
证明　（反证法）假设狓≠狕，则由（３）式有

∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）－
１
２狆

Ｔ
!

２∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）狆≥０
β＝１，２，…，狉

由犪≥０１（犪）≥０和犫１（狓，狕）≥０，上式可推得
－犫１（狓，狕）１∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）［ －

１
２狆

Ｔ
!

２∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）］狆≤０，β＝１，２，…，狉
再由条件２）的第２部分可得
犉（狓，狕；α１（狓，狕）｛!∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）＋!

２∑犼∈犑βμ犼犵犼（狕）狆｝）＋
ρ１犱２（θ（狓，狕））≤０，β＝１，２，…，狉

相加不等式，并由函数犉的次线性即定义１的条件１）
得

犉（狓，狕；α１（狓，狕）｛!∑犼∈犕＼犑０μ犼犵犼（狕）＋
!

２∑犼∈犕＼犑０μ犼犵犼（狕）狆｝）＋狉ρ
１犱２（θ（狓，狕））≤０

利用（１）式和次线性的注可知

－犉（狓，狕；α１（狓，狕）｛!［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］＋!

２［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］狆｝）＋狉ρ
１犱２（θ（狓，狕））≤０

根据条件４）有

犉（狓，狕；α０（狓，狕）｛!［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］＋!

２［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］狆｝）＋ρ
０犱２（θ（狓，狕））≥０

再由条件２）的第１部分可得
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犫０（狓，狕）０｛∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻））＋

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狓）－∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－λ犺（狕，狔犻））－

∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）＋
１
２狆

Ｔ
!

２［∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狕，狔犻）－

λ犺（狕，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（狕）］狆｝＞０
又由犫０（狓，狕）＞０，０（犪）＞０犪＞０及（２）式得

∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻））＋∑犼∈犑０μ犼犵犼（狓）＞０

因为狓∈犛，μ≥０，可得

∑
狊

犻＝１
狋犻（犳（狓，狔犻）－λ犺（狓，狔犻））＞０

因此，存在犻０使得
犳（狓，狔犻０）－λ犺（狓，狔犻０）＞０

故ｓｕｐ
狔∈犢
犳（狓，狔）
犺（狓，狔）≥

犳（狓，狔犻０）
犺（狓，狔犻０）＞λ

，此与条件１）矛盾。所
以狓＝狕。 证毕
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