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带有交货期和加工时间可控的单机排序问题

范雁鹏，赵传立
（沈阳师范大学数学与系统科学学院，沈阳１１００３４）

摘要：讨论了带有交货期和工件的加工时间可控的单机排序问题。本文首先根据最优排序的性质确定了最优资源的分配
方法，并将问题转化为指派问题，通过构造多项式时间算法确定最优排序。然后，本文将学习效应与加工时间可控问题结
合，分别讨论了加工时间是线性资源函数和凸资源函数两种情况，证明了该类问题是多项式时间可解的。最后，讨论了一
种特殊情况（学习因子是常数，加工时间是凸资源函数），给出了复杂性为犗狀ｌｏｇ（ ）狀的算法，通过运行此算法确定最优资
源分配量和工件的最优排序。
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　　近年来，带有可控加工时间的排序问题受到越来
越多的关注。加工时间可控是指工件的实际加工时间
是一个依赖资源量的函数。关于带有可控加工时间的
单机排序问题最早是由Ｖｉｃｋｓｏｎ［１］提出的。Ｃｈｅｎｇ［２］
等研究了带有工期和可控加工时间的单机排序问题，
分别讨论了在２种工期分派方法下极小化总提前时
间，总延误时间和资源消耗的总费用问题。王方［３］等
讨论了具有学习效应的工期指派和可控加工时间的单
机排序问题，目标是确定工件最优的加工顺序、最优工
期和资源分配量，对于２种不同资源消耗与３种不同
的工期分派方法的每一种组合，均给出了多项式时间
算法。Ｃｈｉｏ［４］等研究了带有可控释放时间和可控加工
时间的单机排序问题。Ｓｈａｂｔａｙ和Ｓｔｅｉｎｅｒ［５］对于可控
加工时间的排序问题做了详细的综述。

在交货期问题中，若工件在交货期中完工，则不产
生惩罚费用，若工件在交货期之前或之后完工则会产
生提前或延误的费用。Ｌｉｍａｎ［６］等研究了带有公共交
货期且交货期的开始时间和大小都是待确定的单机排
序问题。郭玲［７］等考虑了将加工时间可控与交货期结
合在一起的模型，讨论了带有公共交货期和可控加工
时间的单机排序问题，目标是极小化总完工时间、提前
时间、延误时间、交货期的结束时间和资源分配的总费
用，证明了这个问题是多项式时间可解的。Ｗａｎ［８］研
究了带有大小固定的交货期和可控加工时间的单机排
序问题。Ｍｏｒ和Ｍｏｓｈｅｉｏｖ［９］讨论了每个工件都有一
个待定的交货期，且交货期大小相同，带有维修活动的

单机排序问题，目标函数是极小化包括总提前、总延
误、交货期的开始时间和交货期的大小的总费用。此
外，Ｍｏｓｈｅｉｏｖ和Ｓａｒｉｇ［１０］对于带有交货期的排序问题
也进行了深入研究。

本文考虑文献［９］的排序模型，将加工时间可控与
每个工件均有一个待定交货期的问题结合构成一个新
的模型，给出了一些最优解的性质，并将问题最终转化
成指派问题，证明了该类问题是多项式时间可解的。

１模型描述
设有狀个工件犑１，犑２，…，犑｛ ｝狀在一台机器上加

工。全部工件零时刻到达，加工不可中断，且机器在同
一时间只能加工一个工件。工件犑犼的实际加工时间
狆犼犼＝１，…，（ ）狀是一个依赖资源量的线性非增函数，即

狆犼＝狆犼－狌犼狓犼，０≤狓犼≤狓犼＜狆犼狌犼 （１）
其中狆犼表示工件犑犼的正常加工时间，狓犼表示分配给
工件犑犼的资源，狓犼表示分配给工件犑犼的资源的上界，
即０≤狓犼≤狓犼，狌犼表示工件犑犼的正压缩率。犫犼≥（）０表
示单位资源的费用。不失一般性，狓犼＜狆犼狌犼，因为加工时
间被压缩为０在现实生活中是不合理的。

对于任意一个给定的排序σ＝（犑（１），犑（２），…，
犑（狀）），设狆（）犼，狆（）犼，狓（）犼，犫（）犼，狌（）犼分别表示排在第
犼个位置上的工件的正常加工时间、实际加工时间、分
配的资源、单位资源的费用和压缩率。犆（）犼表示排在
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第犼个位置上的工件的完工时间，［犱（）１（）犼，犱（）２（）犼］表示
第犼个位置上的工件的交货期，满足犱（）１（）犼≤犱（）２（）犼，犼＝
１，２，…，狀。

排在第犼个位置上的工件的交货期的开始时间定
义为它的加工时间加上一个常数，即犱（）１（）犼＝狆（）犼＋
狇（）１，类似地，其结束时间定义为它的加工时间加上一
个更大的常数，即犱（）２（）犼＝狆（）犼＋狇（）２，则排在第犼个
位置上的工件的交货期可表示为［狆（）犼＋狇（）１，狆（）犼＋
狇（）２］，犇（）犼表示排在第犼个位置上的工件的交货期
的长度。犇（）犼＝狇（）２－狇（）１≡犇，犼＝１，２，…，狀，也即
是所有工件的交货期的长度是相等的。

目标是极小化总费用

犣＝∑
狀

犼＝１
（α犈（犼）＋β犜（犼）＋γ犱（１）（犼）＋δ犇（犼）＋犫（犼）狓（犼））＝

α∑
狀

犼＝１
犈（犼）＋β∑

狀

犼＝１
犜（犼）＋γ∑

狀

犼＝１
犱（１）（犼）＋

δ∑
狀

犼＝１
（狇（２）－狇（１））＋∑

狀

犼＝１
犫（犼）狓（犼）

其中犈（）犼＝ｍａｘ０，犱（）１（）犼－犆（）｛ ｝犼 表示排在第犼个位
置上的工件的提前时间，犜（）犼＝ｍａｘ０，犆（）犼｛ －犱（）２（）｝犼 ，
犼＝１，２，…，狀，表示排在第犼个位置上的工件的延误时
间。α≥０，β≥０，γ≥０和δ≥０分别表示总提前时间、
延误时间、交货期的开始时间和交货期大小的单位费
用。

综上，本文所讨论的问题可以表示为
１｜狆犼＝狆犼－狌犼狓犼｜

∑
狀

犼＝１
（α犈（）犼＋β犜（）犼＋γ犱（）１（）犼＋δ犇（）犼＋犫（）犼狓（）犼）

２资源约束
显而易见，最优排序满足工件的开始加工时间从

零时刻开始，且机器没有空闲。
设最优排序为σ＝犑（）１，犑（）２，…，犑（）（ ）狀 ，由文

献［９］可知，最优排序具有以下性质。
性质１　如果犆（）犼＜犱（）１（）犼，则犆犼（）－１＜犱（）１犼（）－１。
性质２　如果犆（）犼＞犱（）２（）犼，则犆犼（）－１＞犱（）２犼（）－１。
性质３　在最优排序σ＝（犑（１），犑（２），…，犑（狀））中，

存在某个犽和犾，使得

狇（１）＝狆（１）＋狆（２）＋…＋狆（犽）＝∑
犽

犼＝１
狆（犼）

狇（２）＝狆（１）＋狆（２）＋…＋狆（犽）＋狆（犽＋１）＋
…＋狆（犾）＝∑

犾

犼＝１
狆（犼）

性质４　在最优排序σ＝（犑（１），犑（２），…，犑（狀））中，

设狇（１）＝∑
犽

犼＝１
狆（犼），狇（２）＝∑

犾

犼＝１
狆（犼），则

犽＝
#

狀δ－（ ）γ
α $

，犾＝
#

狀β－（ ）δ
β $

对于任意一个给定的排序σ＝（犑（１），犑（２），…，
犑（狀）），由上节讨论可知狇（１）＝∑

犽

犼＝１
狆（犼），狇（２）＝∑

犾

犼＝１
狆（犼）。

则总费用可表示为

犣＝∑
狀

犼＝１
（α犈（犼）＋β犜（犼）＋γ犱（１）（犼）＋δ犇（犼）＋犫（犼）狓（犼））＝

∑
狀

犼＝１
狑犼狆（犼）＋∑

狀

犼＝１
犫（犼）狓（犼）

因为狆（犼）＝狆（犼）－狌（犼）狓（犼），所以
犣＝∑

狀

犼＝１
狑犼狆（犼）＋∑

狀

犼＝１
（犫（犼）－狑犼狌（犼））狓（犼） （２）

其中

狑犼＝
α犼＋γ狀（ ）＋１，１≤犼≤犽
δ狀＋γ，犽＋１≤犼≤犾
β狀－（ ）犼＋γ，犾＋１≤犼≤
烅
烄

烆 狀
（３）

表示在排序σ中排在第犼个位置上的工件的位置权。
从（２）式可以看出：如果犫（）犼－狑犼狌（）犼是负的，那

么最优资源分配为其上界狓（）犼；如果犫（）犼－狑犼狌（）犼是
正的，那么最优资源分配为０；如果犫（）犼－狑犼狌（）犼等于
０，那么最优资源分配介于０和狓（）犼之间，即

狓（）犼＝
狓（）犼，犫（）犼－狑犼狌（）犼＜０
狓（）犼∈［０，狓（）犼］，犫（）犼－狑犼狌（）犼＝０
０，犫（）犼－狑犼狌（）犼＞
烅
烄

烆 ０
（４）

其中狓（）犼，犼＝１，２，…，狀，表示排在第犼个位置上的工
件的最优资源分配量。

接下来讨论最优排序，将问题转化为指派问题。
对于犻，犼＝１，２，…，狀，设

λ犻犼＝狑犼狆犻
，犫犻－狑犼狌犻≥０

狑犼狆犻＋（犫犻－狑犼狌犻）狓犻，犫犻－狑犼狌犻＜烅烄烆 ０（５）
设狔犻犼∈｛０，１｝，如果工件犑犻排在第犼个位置上，

则狔犻犼＝１，否则狔犻犼＝０，则有如下指派问题
ｍｉｎ　∑

狀

犻＝１∑
狀

犼＝１
λ犻犼狔犻犼

ｓ．ｔ．　∑
狀

犻＝１
狔犻犼＝１，犼＝１，…，狀

∑
狀

犼＝１
狔犻犼＝１，犻＝１，…，狀

狔犻犼∈｛０，１｝，犻，犼＝１，…，狀 （６）
对于问题

１｜狆犼（狓）＝狆犼－狌犼狓犼｜

∑
狀

犼＝１
（α犈（犼）＋β犜（犼）＋γ犱（１）（犼）＋δ犇（犼）＋犫（犼）狓（犼））

给出一个多项式时间算法。
算法１　步骤１　置狇（１）＝∑

犽

犼＝１
狆（犼），狇（２）＝

∑
犾

犼＝１
狆（犼）。其中犽＝

#

狀（δ－γ）
α $

，犾＝
#

狀（β－δ）
β $

；
步骤２　用（５）式计算λ犻犼；
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步骤３　通过解决指派问题（６）确定最优排序；
步骤４　通过式子（４）计算最优资源分配；
步骤５　通过（１）式计算最优加工时间；
步骤６　置交货期的最优长度为犇＝∑

犾

犼＝犽＋１
狆（犼）。

定理１　算法１求得排序问题
１｜狆犼（狓）＝狆犼－狌犼狓犼｜

∑
狀

犼＝１
（α犈（犼）＋β犜（犼）＋γ犱（１）（犼）＋δ犇（犼）＋犫（犼）狓（犼））

的最优排序，计算复杂性是犗狀（）３。
证明　由以上讨论可知，算法１的主要计算在于

步骤３，而步骤３是求解指派问题，其计算复杂性为
犗狀（）３，因此算法１的计算复杂性是犗狀（）３。 证毕

３模型推广
ＬｕＹｕａｎｙｕａｎ［１１］等讨论了具有学习效应的加工

时间可控的单机排序问题，考虑了２种加工时间模型：
１）狆犼狉（）狓＝狆犼狉犪犼－狌犼狓犼；２）狆犼狉（）狓＝狆犼狉

犪犼

狓（ ）犼

犽。
本节所讨论的问题可以推广到上述２种加工时间

模型。设最优排序σ＝犑（）１，犑（）２，…，犑（）（ ）狀 ，则有
问题１。

问题１　１｜狆犼狉（）狓＝狆犼狉犪犼－狌犼狓犼｜

∑
狀

犼＝１
（α犈（犼）＋β犜（犼）＋γ犱（１）（犼）＋δ犇（犼）＋犫（犼）狓（犼））

其中犪犼≤０，０≤狓犼≤狓犼＜狆犼狀
犪犼

狌犼。
由前面的讨论容易得出以下结果。
１）目标函数可表示为

犣＝∑
狀

犼＝１
狑犼狆（）犼犼犪（）犼 ＋∑

狀

犼＝１
犫（）犼－狑犼狌（）（ ）犼 狓（）犼

其中狑犼由（３）式决定。
２）最优资源分配由（４）式决定。
３）最优排序。问题１可转化为指派问题，即（６）

式。其中

λ犻犼＝狑犼狆犻犼
犪犻，犫犻－狑犼狌犻≥０

狑犼狆犻犼犪犻＋犫犻－狑犼狌（ ）犻狓犻，犫犻－狑犼狌犻＜烅烄烆 ０（７）

４）多项式时间算法。问题１可以通过算法１求
得最优排序，不同的是步骤２中的λ犻犼由（７）式决定，步
骤５中的最优加工时间由狆犼狉（）狓＝狆犼狉犪犼－狌犼狓犼求得，
计算复杂性为犗狀（）３。其证明过程同定理１。

问题２　１狆犼狉（）狓＝狆犼狉
犪犼

狓（ ）犼

犽

∑
狀

犼＝１
（α犈（犼）＋β犜（犼）＋γ犱（１）（犼）＋δ犇（犼）＋犫（犼）狓（犼））

其中犽＞０，狓犼＞０。
由前面的讨论容易得出以下结果。
１）目标函数可表示为

犣＝∑
狀

犼＝１
狑犼狆（）犼犼

犪（）犼

狓（）（ ）犼

犽
＋∑

狀

犼＝１
犫（）犼狓（）犼 （８）

其中狑犼由（３）式决定。
２）最优资源分配。将（８）式看成是关于狓犼的函

数，对其求导并令导数为零。则可求出最优资源分配

狓（）犼＝犽狑犼犫（）（ ）犼

１
犽＋１×狆（）犼犼犪（）（ ）犼

犽
犽＋１ （９）

其中狑犼由（３）式决定。
将（９）式代入（８）式中可得

犣′＝（犽－犽
犽＋１＋犽１

犽＋１）×∑
狀

犼＝１
（犫（犼）狆（犼））

犽
犽＋１（狑犼犼犽犼犪（犼））１犽＋１

（１０）
３）最优排序。问题２可转化为指派问题，即（６）

式。其中

λ犻犼＝犽－犽
犽＋１＋犽１

犽＋（ ）１×∑
狀

犻＝１∑
狀

犼＝１
犫犻狆（）犻

犽
犽＋１狑犼犼犽犼犪（ ）犻 １

犽＋１

（１１）
４）多项式时间算法。问题２可以通过算法１求

得最优排序，不同的是步骤２中的λ犻犼由（１１）式决定，
步骤４中的最优资源分配由（９）式决定，步骤５中的最
优加工时间由狆犼狉（）狓＝狆犼狉

犪犼

狓（ ）犼

犽求得，计算复杂性为
犗狀（）３。其证明过程同定理１。

接下来讨论犪犼＝犪，犼＝１，２，…，狀这一特殊情况。
由（１０）式可以得到

犣′＝犽－犽
犽＋１＋犽１

犽＋（ ）１×∑
狀

犼＝１
θ（）犼犼 （１２）

其中
θ（）犼＝犫（）犼狆（）（ ）犼

犽
犽＋１ （１３）

犼＝狑犼犼犪＋（ ）犽 １
犽＋１ （１４）

引理１［１２］　将（１２）式中最小的犼值匹配给最大
的θ（）犼值，第二小的犼值匹配给第二大的θ（）犼值，如
此进行下去，得到的排序是最优排序。

算法２　步骤１　置狇（）１＝∑
犽

犼＝１
狆（）犼 ，狇（）２＝

∑
犾

犼＝１
狆（）犼 ，其中犽＝

#

狀δ－（ ）γ
α $

，犾＝
#

狀β－（ ）δ
β $

；
步骤２　对每一个目标函数，通过（１３）、（１４）式计

算θ（）犼，犼，犼＝１，２，…，狀；
步骤３　按照引理１的方法对工件进行排序，定

义最优排序为σ＝犑（）１，犑（）２，…，犑（）（ ）狀 ；
步骤４　通过（９）式计算最优资源分配；
步骤５　通过式子狆犼狉（）狓＝狆犼狉

犪

狓（ ）犼

犽计算最优加
工时间；

步骤６　置交货期的最优长度为犇＝∑
犾

犼＝犽＋１
狆（）犼 。

定理２　算法２求得排序问题
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１｜狆犼狉（）狓＝狆犼狉
犪

狓（ ）犼

犽
｜

∑
狀

犼＝１
α犈（）犼＋β犜（）犼＋γ犱（）１（）犼＋δ犇（）犼＋犫（）犼狓（）（ ）犼

的最优排序，计算复杂性是犗狀ｌｏｇ（ ）狀。
证明　由以上讨论可知，算法２的主要计算在于

步骤２，由于步骤２的计算复杂性为犗狀ｌｏｇ（ ）狀，因此
算法２的计算复杂性是犗狀ｌｏｇ（ ）狀。 证毕

４结论
本文讨论的是工件的加工时间是资源分配的线性

函数的单机排序问题及与位置相关的加工时间可控问
题。给出了最优排序的一些性质，及最优资源分配的
求解方法、多项式算法，证明了这些问题在多项式时间
内可以求得最优解。
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