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ｉｓｓｔａｂｌｅ；ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ，ｉｔｉｓｕｎｓｔａｂｌｅ．Ｉｎｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇ，
ｗｅｗｉｌｌｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｔｈｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒｏｏｔｓｏｆＥｑ．
（５）．Ｎｏｔｉｎｇｔｈａｔλ＝０ｉｓｎｏｔａｓｏｌｕｔｉｏｎｔｏ（５），ａｎｄ
ｗｈｅｎτ＝０，Ｅｑ．（５）ｂｅｃｏｍｅｓ

λ２＋（狆＋狊）λ＋狇－狉＝０ （６）
ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．

犔犲犿犿犪１Ｗｈｅｎτ＝０，ｉｆｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（Ｈ）
ｈｏｌｄｓ，Ｅｑ．（６）ｈａｓｔｗｏｎｅｇａｔｉｖｅｒｅａｌｒｏｏｔｓ．

Ｉｎａｄｄｉｔｉｏｎ，ｗｅｋｎｏｗｔｈａｔｉω（ω＞０）ｉｓａｒｏｏｔｏｆ
Ｅｑ．（５）ｉｆａｎｄｏｎｌｙｉｆωｓａｔｉｓｆｉｅｓｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｅｑｕａ
ｔｉｏｎ

－ω２－狉＋ｉ狆ω＋（ｉ狊ω＋狇）（ｃｏｓωτ－ｉｓｉｎωτ）＝０
Ｓｅｐａｒａｔｉｎｇｔｈｅｒｅａｌａｎｄｉｍａｇｉｎａｒｙｐａｒｔｓ，ｗｅｈａｖｅ

ω２＋狉＝狊ωｓｉｎωτ＋狇ｃｏｓωτ
狆ω＝狇ｓｉｎωτ－狊ωｃｏｓ｛ ωτ （７）

Ｔｈｉｓｌｅａｄｓｔｏ
ω４＋（２狉－狊２＋狆２）ω２＋狉２－狇２＝０ （８）

Ｗｈｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（Ｈ）ｈｏｌｄｓ，ｉｔｉｓｅａｓｙｔｏｓｅｅ
ｔｈａｔ狉２－狇２＜０ａｎｄΔ＝（２狉－狊２＋狆２）－４（狉２－狇２）＞０，
ｔｈｅｎＥｑ．（８）ｈａｓｏｎｌｙｏｎｅｐｏｓｉｔｉｖｅｒｏｏｔω０＝
狊２－狆２－２狉＋槡Δ槡２ ．Ｆｒｏｍ（７），ｗｅｃａｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅ

τ犼＝１ω０ｃｏｓ
－１（狇－狆狊）ω２０＋狇狉

狇２＋狊２ω２０ ＋２犼πω０，犼＝０，１，２，…
（９）

ｔｈｅｎ（５）ｗｉｔｈτ＝τ犼ｈａｓａｐａｉｒｏｆｐｕｒｅｌｙｉｍａｇｉｎａｒｙ
ｒｏｏｔｓ±ｉω０，ａｎｄτ０＜τ１＜τ２＜…．

Ｓｕｍｍａｒｉｚｉｎｇｔｈｅａｂｏｖｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎ，ｗｅｈａｖｅｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．

犔犲犿犿犪２Ｗｈｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（Ｈ）ｈｏｌｄｓ
１）ｉｆτ∈（０，τ０），ｔｈｅｎａｌｌｒｏｏｔｓｏｆＥｑ．（６）ｈａｖｅ

ｓｔｒｉｃｔｌｙｎｅｇａｔｉｖｅｒｅａｌｐａｒｔｓ；
２）ｉｆτ＝τ犼，ｔｈｅｎａｌｌｒｏｏｔｓｏｆＥｑ．（６）ｈａｓａｓｉｍｐｌｅ

ｐａｉｒｏｆｐｕｒｅｌｙｉｍａｇｉｎａｒｙｒｏｏｔｓ±ｉω犼，犼＝０，１，２，…．
Ｌｅｔλ（τ）＝α（τ）＋ｉω（τ）ｂｅｔｈｅｒｏｏｔｏｆＥｑ．（６）

ｓａｔｉｓｆｙｉｎｇα（τ犼）＝０，ω（τ犼）＝ω０，犼＝０，１，２，…；ｔｈｅｎ
ｗｅｈａｖｅｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｒｅｓｕｌｔ．

犔犲犿犿犪３Ｗｈｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（Ｈ）ｈｏｌｄｓ，ｔｈｅ
ｆｏｌｌｏｗｉｎｇｔｒａｎｓｖｅｒｓａｌｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓａｒｅｓａｔｉｓｆｉｅｄ

Ｒｅｄλｄ（）τ－１
τ＝τ犼＞０，犼＝０，１，２，…

犘狉狅狅犳　ＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｎｇｔｈｅｔｗｏｓｉｄｅｓｏｆＥｑ．（５）
ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏτ，ｗｅｈａｖｅ

ｄλ
ｄ（）τ－１

＝（２λ＋狆）ｅ
λτ＋狊

λ（狊λ＋狇）－τλ
Ｒｅｄλｄ（）τ－１

τ＝τ犼＝槡Δ
狊２ω２０＋狇２＞０（犼＝０，１，２，…）

Ｔｈｅｐｒｏｏｆｉｓｃｏｍｐｌｅｔｅ．
犔犲犿犿犪４Ｗｈｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ（Ｈ）ｈｏｌｄｓ，ｉｆτ＞

τ０，ｔｈｅｎＥｑ．（Ｈ）ｈａｓａｔｌｅａｓｔｏｎｅｒｏｏｔｗｉｔｈｓｔｒｉｃｔｌｙ
ｐｏｓｉｔｉｖｅｒｅａｌｐａｒｔ．

ＡｐｐｌｙｉｎｇＬｅｍｍａｓ１～４，ｗｅｃａｎｇｅｔｔｈｅｆｏｌｌｏｗ
ｉｎｇｔｈｅｓｔａｂｉｌｉｔｙａｎｄｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｆｏｒｓｙｓｔｅｍ
（２）．
犜犺犲狅狉犲犿１Ｆｏｒｓｙｓｔｅｍ（２），ｗｈｅｎｔｈｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

（Ｈ）ｈｏｌｄｓ，
１）ｉｆτ∈（０，τ０），ｔｈｅｎｔｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ

犈ｉｓｌｏｃａｌａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｓｔａｂｌｅ；
２）ｉｆτ＞τ０，ｔｈｅｎｈｅｐｏｓｉｔｉｖｅｅｑｕｉｌｉｂｒｉｕｍ犈ｉｓ

ｕｎｓｔａｂｌｅａｎｄｓｙｓｔｅｍ（２）ｕｎｄｅｒｇｏｅｓａＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａ
ｔｉｏｎａｔ犈ｗｈｅｎτ＝τ犼，犼＝０，１，２，…．
３犜犺犲犇犻狉犲犮狋犻狅狀犪狀犱犛狋犪犫犻犾犻狋狔狅犳狋犺犲犎狅狆犳
犅犻犳狌狉犮犪狋犻狅狀

Ｉｎｔｈｅｐｒｅｖｉｏｕｓｓｅｃｔｉｏｎｓ，ｗｅｏｂｔａｉｎｅｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ
ｆｏｒＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｔｏｏｃｃｕｒｗｈｅｎτ＝τ犼，犼＝０，１，２，
…．Ｉｎｔｈｉｓｓｅｃｔｉｏｎ，ｗｅｓｈａｌｌｓｔｕｄｙｔｈｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎａｎｄ
ｓｔａｂｉｌｉｔｙｏｆｔｈｅＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ
ｆｒｏｍｎｏｒｍａｌｆｏｒｍａｎｄｃｅｎｔｅｒｍａｎｉｆｏｌｄｔｈｅｏｒｙ［６］．Ｆｏｒ
ｃｏｎｖｅｎｉｅｎｃｅ，ｗｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｃｒｉｔｉｃａｌｖａｌｕｅｏｆτ，ｄｅ
ｒｉｖｅｄｂｙ（９），ａｓτ～ａｎｄｌｅｔτ＝τ～＋μ，μ∈犚．Ｔｈｅｎμ＝０
ｉｓｔｈｅＨｏｐｆｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｖａｌｕｅｏｆｔｈｅｓｙｓｔｅｍ（２）．
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Ｌｅｔ狌１（狋）＝狓（τ狋）－狓，狌２（狋）＝狔（τ狋）－狔；ｔｈｅｎ
ｓｙｓｔｅｍ（２）ｍａｙｂｅｗｒｉｔｔｅｎａｓａＦＥＤｉｎ犆＝犆（［－１，
０］，犚２）ａｓ
狌１（狋）＝τ狉１（狌１（狋）＋狓）［－狌１（狋－１）＋犪狌２（狋）］
狌２（狋）＝τ狉２（狌２（狋）＋狔）［犫狌１（狋）－狌２（狋｛ ）］

（１０）
Ｆｏｒ＝（１，２）Ｔ∈犆，ｌｅｔ
犔μ＝（τ～＋μ）０ 狉１犪狓

狉２犫狔 －狉２狔（ ） １（０）
２（０（ ））＋

（τ～＋μ）－狉１狓 ０（ ）０ ０
１（－１）
２（－１（ ））

ａｎｄ
犳（μ，）＝（τ～＋μ）

－狉１１（０）１（－１）＋犪狉１１（０）２（０）
犫狉２１（０）２（０）－狉２２２（０（ ））

ＢｙｔｈｅＲｉｅｓｚｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｔｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅｒｅｅｘ
ｉｓｔｓａ２×２ｍａｔｒｉｘ，η（θ，μ）（－１≤θ≤０），ｗｈｏｓｅｅｌｅ
ｍｅｎｔｓａｒｅｏｆｂｏｕｎｄｅｄｖａｒｉａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎｓｓｕｃｈｔｈａｔ

犔μ（）＝∫０

－１
［ｄη（θ，μ）］（θ）

Ｉｎｆａｃｔ，ｗｅｃａｎｃｈｏｏｓｅ
η（θ，μ）＝（τ～＋μ）０ 狉１犪狓

狉２犫狔 －狉２狔（ ）δ（θ）－
（τ～＋μ）－狉１狓 ０（ ）０ ０δ（θ＋１）

Ｆｏｒ∈犆１（［－１，０］，犚２），ｄｅｆｉｎｅｔｈｅｏｐｅｒａｔｏｒ犃（μ）ａｓ

犃（μ）（θ）＝
ｄ（θ）ｄθ，θ∈［－１，０）

∫０

－１
［ｄη（ξ，μ）］（ξ），θ＝

烅
烄

烆 ０

犚（μ）（θ）＝０
，θ∈［－１，０）
犺（μ，），θ｛ ＝０

Ｔｈｅｎｓｙｓｔｅｍ（２）ｉｓｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｔｏｔｈｅｆｏｌｌｏｗｉｎｇｏｐｅｒａ
ｔｏｒｅｑｕａｔｉｏｎ

狌狋＝犃（μ）狓狋＋犚（μ）狓狋
Ｆｏｒψ∈犆１（［０，１］，（犚２）），ｄｅｆｉｎｅ

犃ψ（狊）＝
－ｄψ（狊）ｄ狊，狊∈（０，１］

∫０

－１ψ（－ξ）ｄη（ξ，０），狊＝
烅
烄

烆 ０
ａｎｄａｂｉｌｉｎｅａｒｆｏｒｍ

〈ψ（狊），（θ）〉＝ψ（０）（０）－

∫０

－１∫θξ＝０ψ（ξ－θ）ｄη（θ）（ξ）ｄξ
ｗｈｅｒｅη（θ）＝η（θ，０）．Ｔｈｅｎ犃（０）ａｎｄ犃ａｒｅａｄｊｏｉｎｔ
ｏｐｅｒａｔｏｒｓ．ＦｒｏｍｔｈｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｉｎＳｅｃｔｉｏｎ２，ｗｅ
ｋｎｏｗｔｈａｔ±ｉω０τ～ａｒｅｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆ犃（０）ａｎｄｔｈｅｒｅ
ｆｏｒｅｔｈｅｙａｒｅａｌｓｏｅｉｇｅｎｖａｌｕｅｓｏｆ犃．Ｉｔｉｓｎｏｔｄｉｆｆｉ
ｃｕｌｔｔｏｖｅｒｉｆｙｔｈａｔｔｈｅｖｅｃｔｏｒ狇（θ）＝（１，α）Ｔｅｉω０τ～θ（θ∈
［－１，０］）ａｎｄ狇（狊）＝犇（β，１）ｅｉω０τ～θ（狊∈［０，１］）ａｒｅｔｈｅ
ｅｉｇｅｎｖｅｃｔｏｒｓ犃（０）ａｎｄ犃ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｔｏｔｈｅｅｉ
ｇｅｎｖａｌｕｅｉω０τ～ａｎｄ－ｉω０τ～，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ，ｗｈｅｒｅ

α＝ｉω０τ
～＋狉１狓ｅ－ｉω０τ～
狉１犪狓 ，β＝－ｉω０τ

～＋狉２狔
狉１犪狓

犇＝－２ｉω０τ～＋狉２狔＋（１－ω０τ～２－τ～狉２狔）狉１狓ｅ－ｉω０τ～
狉１犪狓（ ）

－１

ＦｏｌｌｏｗｉｎｇｔｈｅａｌｇｏｒｉｔｈｍｓｇｉｖｅｎｉｎＨａｓｓａｒｄｅｔａｌ．［６］
ａｎｄｕｓｉｎｇａｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎｐｒｏｃｅｓｓｓｉｍｉｌａｒｔｏｔｈａｔｏｆ
ＷｅｉａｎｄＬｉ［７］，ｗｅｃａｎｏｂｔａｉｎｔｈｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｗｈｉｃｈ
ｗｉｌｌｂｅｕｓｅｄｉｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｎｇｔｈｅｉｍｐｏｒｔａｎｔｑｕａｎｔｉｔｉｅｓ：

犵２０＝２犇τ～（－狉１βｅ－ｉω０τ～＋狉１犪αβ＋狉２犫α－狉２α２）
犵１１＝犇τ～（－狉１βｅｉω０τ～－狉１βｅ－ｉω０τ～＋２狉１犪αβ＋２狉２犫α－２狉２α２）

犵０２＝２犇τ～（－狉１βｅｉω０τ～＋狉１犪αβ＋狉２犫α－狉２α２）
犵２１＝２犇τ～狉１β－１２犠

（１）２０（０）ｅｉω０τ～－犠（１）１１（０）ｅ－ｉω０τ～［｛ －

犠（１）１１（－１）－１２犠
（１）２０（－１）＋１２犪α犠

（１）２０（０）＋犪α犠（１）１１（０）＋
１
２犪犠

（２）２０（０）＋犪犠（２）１１（０］）＋狉２１２犫α犠（１）２０（０）＋犫α犠（１）１１（０）［ ＋
１
２犫犠

（２）２０（０）＋犫犠（２）１１（０）－α犠（２）２０（０）－２α犠（２）１１（０）｝］
（１１）

ｗｈｅｒｅ
犠２０（θ）＝ｉ犵２０ω０τ～狇（θ）＋

ｉ犵０２
３ω０τ～狇（θ）＋犈１ｅ

２ｉω０τ～θ

犠１１（θ）＝－ｉ犵１１ω０τ～狇（θ）＋
ｉ犵１１
ω０τ～狇（θ）＋犈２

ａｎｄ
犈１＝－２τ～２ｉω０τ

～＋狉１狓ｅ－２ｉω０τ～ －狉１犪狓
－狉２犫狔 ２ｉω０τ～＋狉２狔

烄
烆

烌
烎
－１
×

狉１ｅ－ｉω０τ～－犪狉１α
－犫狉２α＋狉２α

烄
烆

烌
烎２

犈２＝τ～－狉１狓 狉１犪狓
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烄
烆

烌
烎２
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带有时滞的合作系统稳定性和Ｈｏｐｆ分支分析
宋志强１，万阿英２

（１．呼伦贝尔学院工程技术学院；２．数学科学学院，内蒙古呼伦贝尔０２１００８）

摘要：本文研究了带有时滞的两个物种的合作系统狓（狋）＝狉１狓（狋）［１－犪１狓（狋－τ）＋犪２狔（狋）］狔（狋）＝狉２狔（狋）［１＋犪３狓（狋）－犪４狔（狋｛ ）］的稳定性和分支分析，通过分析特征根
的分布得出系统在正平衡点（狓，狔），当τ＝τ～时存在Ｈｏｐｆ分支，进一步应用规范型和中心流形的方法给出了计算分支周期解稳
定性和方向的计算公式，最后通过数值模拟验证了理论结果的正确性。
关键词：合作系统；时滞；Ｈｏｐｆ分支；周期解
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