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熵损失下失效率的ＥＢａｙｅｓ估计及其性质
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摘要：失效率的多层Ｂａｙｅｓ估计需要用到复杂的积分，计算比较困难。本文提出了一种新的估计方法———ＥＢａｙｅｓ估计
法。它是在Ｂａｙｅｓ估计的基础上，先给出超参数的先验分布，进而对失效率进行估计。文章分别给出了在特定超参数先
验分布的条件下，失效率的ＥＢａｙｅｓ估计和多层Ｂａｙｅｓ估计的计算公式。结果表明，失效率的ＥＢａｙｅｓ估计避免了多层
Ｂａｙｅｓ估计复杂的积分计算，形式上更加简洁，便于计算。并通过实例证明，对于同一组实验数据，失效率的ＥＢａｙｅｓ估计
和多层Ｂａｙｅｓ估计的数值计算结果十分接近。这说明，失效率的ＥＢａｙｅｓ估计不仅具有多层Ｂａｙｅｓ估计的稳健性，而且具
有多层Ｂａｙｅｓ估计的精确性，从而表明本文提出的失效率的ＥＢａｙｅｓ估计法是可行的，且相比于失效率的多层Ｂａｙｅｓ估计
更加简洁，更便于应用。
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　　关于参数估计，近年来用Ｂａｙｅｓ方法取得了一些
进展，特别是自Ｌｉｎｄｌｅｙ和Ｓｍｉｔｈ［１］提出多层先验分布
的想法以来，多层Ｂａｙｅｓ方法在可靠性参数估计上取
得了一些进展［２１０］。但用多层Ｂａｙｅｓ估计参数得到的
结果一般都要涉及积分计算，使其在实际应用上还不
太方便，这在一定程度上制约了多层Ｂａｙｅｓ方法的应
用。那么在各种方法计算结果比较接近时，估计方法
的易算性就显得尤为重要。

本文在给定失效率的先验分布下，提出了一种新
的参数估计的方法———ＥＢａｙｅｓ估计（Ｅｘｐｅｃｔｅｄ
Ｂａｙｅｓｉａｎｅｓｔｉｍａｔｉｏｎ）法。给出了熵损失下，基于有失
效数据的产品失效率的ＥＢａｙｅｓ估计的定义，表达式
及其性质。并通过数值例子表明，利用ＥＢａｙｅｓ估计
法进行参数估计，不仅计算结果与多层Ｂａｙｅｓ估计的
结果十分接近，而且不会涉及到积分计算。

设某产品的寿命犡服从指数分布，其密度函数为
犳（狋）＝λｅｘｐ（－λ狋） （１）

其中狋＞０，０＜λ＜＋"

，λ为指数分布（１）式的失效率。
定义１　设随机变量犡服从密度函数为犳（狓，θ）

的分布，其中θ为参数。若δ是θ的判决空间的一个
估计，则熵损失函数为似然比对数的数学期望，即
犔（θ，δ）＝犈θｌｎ犳（犡，θ）犳（犡，δ［ ］）。

设犡１，犡２，…，犡狀是来自总体（１）式的简单随机
样本，则指数分布的熵损失为

犔（λ，δ）＝犈λｌｎ犳（犡１，犡２，…，犡狀，λ）犳（犡１，犡２，…，犡狀，δ［ ］）＝
犈λｌｎλ（）δ狀

＋（δ－λ）∑
狀

犻＝１
犡［ ］犻＝狀ｌｎλδ＋δλ－（ ）１

易知，此损失函数关于δ是严格凸的。
引理［４］　在熵损失下，若δ是θ的判决空间的一

个估计，则对于任意的先验分布π（θ），θ的Ｂａｙｅｓ估计
为^δ犅＝［犈（θ－１｜犡）］－１，并且是唯一的。

在（１）式中，取失效率λ的先验分布为Ｇａｍｍａ分
布（λ的共轭先验分布）———犌犪犿犿犪（犪，犫），其密度函
数为

π（λ｜犪，犫）＝犫
犪λ犪－１
Γ（犪）ｅｘｐ（－犫λ） （２）

其中０＜λ＜＋"

，犪＞０，犫＞０，Γ（犪）＝∫＋"

０
狋犪－１ｅｘｐ（－狋）ｄ狋

为Ｇａｍｍａ函数，犪，犫为超参数。根据文献［２］，应选取
犪，犫使π（λ｜犪，犫）为λ的减函数，所以取０＜犪＜１，犫＞０。
另外，考虑到尾部越细的先验分布会使Ｂａｙｅｓ估计的
稳健性越差，因此在０＜犪＜１时犫不易过大，设犫的上
界为犮（犮＞０为常数），这样可以确定超参数犪，犫的取值
范围为犇＝｛（犪，犫）｜０＜犪＜１，０＜犫＜犮｝。
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１失效率的ＥＢａｙｅｓ估计及其性质
定义２　设犇＝｛（犪，犫）｜０＜犪＜１，０＜犫＜犮｝，π（犪，犫）

是犪，犫在区域犇上的联合密度函数，^λ（犪，犫）为λ的
Ｂａｙｅｓ估计（用超参数犪，犫表示），称

λ^犈犅＝犇^
λ（犪，犫）π（犪，犫）ｄ犪ｄ犫

为λ的ＥＢａｙｅｓ估计。
由以上定义知λ的ＥＢａｙｅｓ估计就是λ的Ｂａｙｅｓ

估计^λ（犪，犫）对超参数犪，犫的数学期望犈［^λ（犪，犫）］。
对某产品进行犿次定时截尾试验，截尾时间为

狋犻（狋１＜狋２＜…＜狋犿），相应试验样品数为狀犻（犻＝１，２，
…，犿），若试验的结果是狀犻个样品中有狉犻（０≤狉犻≤狀犻）
个失效，则称（狀犻，狋犻，狉犻）为犿次定时截尾试验的结果。
为了说明超参数先验分布的变化对λ的ＥＢａｙｅｓ估计
的影响，以下将在超参数的３种不同的先验分布下给
出超参数犪，犫的３个先验分布，并在此基础上给出λ
的ＥＢａｙｅｓ估计。

定理１　对寿命服从指数分布（１）的产品进行犿
次定时截尾实验，其结果为（狀犻，狋犻，狉犻），犻＝１，２，…，犿，
在有失效数据情况下，记犖＝∑

犿

犻＝１
狀犻狋犻，狉＝∑

犿

犻＝１
狉犻≥１，若

λ的先验密度函数π（λ｜犪，犫）由（２）式给出，则有
１）在熵损失下，λ的Ｂａｙｅｓ估计为^λ（犪，犫）＝

犪＋狉－１
犫＋犖；
２）若超参数犪，犫在犇上的先验密度函数π（犪，犫）

分别为
π１（犪，犫）＝２（犫－１）犮（犮－２），（犪，犫）∈犇 （３）

π２（犪，犫）＝１犮，（犪，犫）∈犇 （４）

π３（犪，犫）＝２犫犮２，（犪，犫）∈犇 （５）
则λ的ＥＢａｙｅｓ估计分别为
λ^犈犅１＝２

犮（犮－２）狉－（ ）１２犮－（犖＋１）ｌｎ犮＋犖［ ］犖
λ^犈犅２＝１犮狉－（ ）１２ｌｎ犮＋犖犖

λ^犈犅３＝２犮２狉－（ ）１２犮－犖ｌｎ犮＋犖［ ］犖
证明　１）根据文献［３］，λ的似然函数

犔（λ狘狉）＝∏
犿

犻＝１

（狀犻狋犻）狉犻
狉犻！λ

狉ｅｘｐ（－犖λ）∝λ狉ｅｘｐ（－犖λ）
若λ的先验密度函数π（λ｜犪，犫）由（２）式给出，根据
Ｂａｙｅｓ定理，λ的后验密度函数为

犺（λ｜犖）∝π（λ｜犪，犫）犔（λ｜狉）＝

λ犪＋狉－１ｅｘｐ｛－（犫＋犖）λ｝
即λ｜犖～犌犪犿犿犪（犪＋狉，犫＋犖），因此在熵损失下λ的
Ｂａｙｅｓ估计为

λ^（犪，犫）＝∫＋"

０
１
λ犺（λ狘犖）ｄ［ ］λ－１

＝
Γ（犪＋狉）

（犫＋犖）Γ（犪＋狉－１）＝
犪＋狉－１
犫＋犖

２）若超参数犪，犫在犇上的先验密度函数π（犪，犫）
由（３）式给出，根据定义２，λ的ＥＢａｙｅｓ估计为

λ^犈犅１＝犇^
λ（犪，犫）π１（犪，犫）ｄ犪ｄ犫＝

２
犮（犮－２）∫１

０
（犪＋狉－１）ｄ犪∫犮０犫－１犫＋犖ｄ犫＝

２
犮（犮－２）狉－（ ）１２犮－（犖＋１）ｌｎ犮＋犖［ ］犖

同理可证，若超参数犪，犫在犇上的先验密度函数
π（犪，犫）由（４）、（５）式给出，则λ的ＥＢａｙｅｓ估计分别为

λ^犈犅２＝１犮狉－（ ）１２ｌｎ犮＋犖犖
λ^犈犅３＝２犮２狉－（ ）１２犮－犖ｌｎ犮＋犖［ ］犖 证毕

定理２　若超参数犪，犫在犇上的先验密度函数
π（犪，犫）分别由（３）～（５）式给出，则当犮＞２时，有^λ犈犅２＞
λ^犈犅３＞^λ犈犅１。

证明　先证^λ犈犅２＞^λ犈犅３，由定理１有
λ^犈犅２－^λ犈犅３＝犖犮２狉－（ ）１２·

２＋犮（ ）犖ｌｎ１＋犮（ ）犖－２犮［ ］犖犖犮２狉－（ ）１２犳犮（）犖
其中犳（狓）＝（２＋狓）ｌｎ（１＋狓）－２狓，狓＞０，欲证^λ犈犅２＞
λ^犈犅３，只需证当狓＞０时，犳（狓）＞０。由于犳′（狓）＝
ｌｎ（１＋狓）－狓

１＋狓，犳″（狓）＝
狓

（１＋狓）２，故当狓＞０时，
犳″（狓）＞０，从而犳′（狓）＞犳′（０）＝０，进而犳（狓）＞犳（０）＝
０，故当犮＞０，犖＞０时，有犳犮（）犖＞０，即^λ犈犅２＞^λ犈犅３。

再证^λ犈犅３＞^λ犈犅１，由定理１可得
λ^犈犅３－^λ犈犅１＝犖

犮２（犮－２）狉－（ ）１２·

２＋犮（ ）犖ｌｎ１＋犮（ ）犖－２犮［ ］犖犖
犮２（犮－２）狉－（ ）１２犳犮（）犖

由以上推导可知，当犮＞２，犖＞０时，有^λ犈犅３＞^λ犈犅１。证毕
这里需要指出的是，定理２中，犮＞２的要求只是

为了保证（３）式有意义。
若记犚（狋）＝犘（犡＞狋），狋＞０为产品的可靠度，则

在产品寿命服从（１）式的指数分布下，依据失效率λ的
ＥＢａｙｅｓ估计，得到产品可靠度的估计为^犚犈犅（狋）＝
ｅｘｐ（－^λ犈犅狋），则根据定理２，可得如下推论。
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推论　若超参数犪，犫在犇上的先验密度函数
π（犪，犫）分别由（３）～（５）式给出，则当犮＞２时，对相同
的时刻狋＞０，有^犚犈犅２＜^犚犈犅３＜^犚犈犅１。

２失效率的多层Ｂａｙｅｓ估计
为了比较λ的ＥＢａｙｅｓ估计和λ的多层Ｂａｙｅｓ估

计，以下给出λ的多层Ｂａｙｅｓ估计。若λ的先验密度
函数π（λ｜犪，犫）由（２）式给出，那么超参数犪，犫如何确
定呢？文献［１］提出了多层先验分布的想法，即在先验
分布中含有超参数时，可对超参数再给出一个先验分
布。若超参数犪，犫的先验分布密度函数π（犪，犫）分别
由（３）～（５）式给出，则λ的多层先验密度函数分别为
π１（λ）＝２

犮（犮－２）∫１

０∫犮０（犫－１）犫犪λ犪－１ｅｘｐ（－犫λ）Γ（犪） ｄ犪ｄ犫
（６）

π２（λ）＝１犮∫１

０∫犮０犫犪λ犪－１ｅｘｐ（－犫λ）Γ（犪） ｄ犪ｄ犫 （７）

π３（λ）＝２犮２∫１

０∫犮０犫犪＋１λ犪－１ｅｘｐ（－犫λ）Γ（犪） ｄ犪ｄ犫 （８）
定理３　对寿命服从指数分布（１）的产品进行犿

次定时截尾试验，观察其结果为（狀犻，狋犻，狉犻），犻＝１，２，…，
犿，在有失效数据情况下，若λ的多层先验密度函数
π（λ）分别由（６）～（８）式给出，则在熵损失下λ的多层
Ｂａｙｅｓ估计分别为

λ^犎犅１＝∫
１

０∫犮０（犫－１）犫犪Γ（犪＋狉）（犫＋犖）犪＋狉Γ（犪）ｄ犪ｄ犫

∫１

０∫犮０（犫－１）犫犪Γ（犪＋狉－１）（犫＋犖）犪＋狉－１Γ（犪）ｄ犪ｄ犫
（９）

λ^犎犅２＝∫
１

０∫犮０ 犫犪Γ（犪＋狉）
（犫＋犖）犪＋狉Γ（犪）ｄ犪ｄ犫

∫１

０∫犮０犫犪Γ（犪＋狉－１）（犫＋犖）犪＋狉－１Γ（犪）ｄ犪ｄ犫
（１０）

λ^犎犅３＝∫
１

０∫犮０犫犪＋１Γ（犪＋狉）（犫＋犖）犪＋狉Γ（犪）ｄ犪ｄ犫

∫１

０∫犮０犫犪＋１Γ（犪＋狉－１）（犫＋犖）犪＋狉－１Γ（犪）ｄ犪ｄ犫
（１１）

证明　若λ的多层先验密度函数π（λ）由（６）式给

出，根据Ｂａｙｅｓ定理知λ的多层后验密度为
犺１（λ狘犖）＝π１（λ）犔（λ狘狉）

∫＋"

０
π１（λ）犔（λ狘狉）ｄλ

＝

∫１

０∫犮０（犫－１）犫犪Γ（犪）λ
犪＋狉－１ｅｘｐ｛－（犫－犖）λ｝ｄ犪ｄ犫

∫１

０∫犮０（犫－１）犫犪Γ（犪＋狉）（犫＋犖）犪＋狉Γ（犪）ｄ犪ｄ犫
则在熵损失下，λ的多层Ｂａｙｅｓ估计为

λ^犎犅１＝∫＋∞

０
１
λ犺１（λ｜犖）ｄ［ ］λ－１

＝

∫１

０∫犮０（犫－１）犫犪Γ（犪＋狉）（犫＋犖）犪＋狉Γ（犪）ｄ犪ｄ犫

∫１

０∫犮０（犫－１）犫犪Γ（犪＋狉－１）（犫＋犖）犪＋狉－１Γ（犪）ｄ犪ｄ犫
若λ的多层先验密度函数π（λ）由（７）、（８）式给出，同
理可得（１０）、（１１）式。 证毕

值得注意的是，定理３中的多层Ｂａｙｅｓ估计^λ犎犅犻
（犻＝１，２，３）的结果需要用到重积分，而定理１中的Ｅ
Ｂａｙｅｓ估计^λ犈犅犻（犻＝１，２，３）的结果则无需用到积分。

３数值算例
文献［５］给出了某型电子元件在定时截尾试验中

获得的数据，具体见表１（其中实验时间单位为：ｈ）。
表１　某电子元件的定时截尾实验数据 ｈ

犻 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９
狋犻１０２１４９２３７４５２６０７８９１１０２４１２５８１４４７
狀犻３ ２ ４ ５ ７ ５ ６ ４ ５
狉犻０ ０ ０ １ １ ０ ２ ０ １

根据文献［５］，该型电子元件的寿命服从指数分

布。由表１可得犖＝∑
９

犻＝１
狀犻狋犻＝３０９２７，狉＝∑

９

犻＝１
狉犻＝５，根

据定理１和定理３，失效率λ的ＥＢａｙｅｓ估计和多层
Ｂａｙｅｓ估计的计算结果见表２（犮＝５０，１００，５００，１０００，
２０００，３０００，４０００，５０００，６０００）。

表２　失效率λ的ＥＢａｙｅｓ估计和多层Ｂａｙｅｓ估计（×１０－４）
犮 ５０ １００ ５００ １０００ ２０００ ３０００ ４０００ ５０００ ６０００ 极差
λ^犈犅１ １．４５３４６１．４５１８９１．４３９５３１．４２４４０１．３９５１９１．３６７２８１．３４０６０１．３１５０５１．２９０５６０．１６２９０
λ^犈犅２ １．４５３８６１．４５２６９１．４４３４０１．４３２０１１．４０９９３１．３８８７２１．３６８３４１．３４８７４１．３２９８５０．１２４０１
λ^犈犅３ １．４５３４７１．４５１９１１．４３９５４１．４２４４２１．３９５２０１．３６７３０１．３４０６１１．３１５０６１．２９０５７０．１６２９０
λ^犈犅１ １．４０３２２１．４１２５０１．４２８７１１．４２６０９１．４０８２４１．３８６１４１．３６３２３１．３４０５４１．３１８４９０．１１０２２
λ^犈犅２ １．３９８９６１．４０８１９１．４２６０２１．４２６０１１．４１３４３１．３９６４８１．３７８６１１．３６０８５１．３４３６２０．０８２４０
λ^犈犅３ １．４０３０７１．４１２４２１．４２８７０１．４２６０９１．４０８２５１．３８６１４１．３６３２３１．３４０５５１．３１８５００．１１０２２
极差０．０５４９００．０４４５００．０１７３８０．００７６１０．０１８２４０．０２９２００．０３８０１０．０４５８００．０５３０６

　　从表２可以看出，对不同的犮，失效率λ的ＥＢａｙｅｓ估计和多层Ｂａｙｅｓ估计都是稳健的（最大极差

９７第３期　　　　　　　　　　　　　　许道军，等：熵损失下失效率的ＥＢａｙｅｓ估计及其性质



为１．６２９×１０－５）；对相同的犮，^λ犈犅犻满足定理２的关系，且
λ^犈犅犻和^λ犎犅犻（犻＝１，２，３）十分接近（最大极差为０．５４９×
１０－５），但相比之下，ＥＢａｙｅｓ估计计算简单，更便于应
用。
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